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Prefacio

7 —1 STE livro nasceu da fascinacao compartilhada pelos autores com um dos problemas

—{ mais intrigantes da fisica moderna: a precessdao do periélio de Mercurio. Mais do

§ que uma mera anomalia orbital, este fendmeno representa uma janela privilegiada
para compreendermos a evolugdo do pensamento cientifico e a transicao entre duas grandes
teorias fisicas: a mecénica newtoniana e a relatividade geral.

A escolha deste tema nao é casual. A Orbita de Mercario constitui um laboratoério
natural onde podemos testar os limites da fisica cléssica e apreciar a elegincia da descrigao
relativistica. Cada fragdo de arco segundo na precessio do periélio carrega consigo uma
histéria de questionamentos, hipéteses e, finalmente, de compreensao profunda sobre a
natureza do espaco, tempo e gravidade.

Nossa abordagem busca equilibrar o rigor matemaético com a clareza expositiva, tor-
nando acessiveis conceitos que, & primeira vista, podem parecer aridos. Partimos das bases
da mecéanica cléssica, revisitando as ferramentas analiticas que permitiram a Newton e seus
sucessores descreverem com precisao impressionante o movimento dos corpos celestes. Em
seguida, mostramos que mesmo essa teoria robusta encontrou seus limites quando confron-
tada com observacbes cada vez mais precisas.

O coragao deste trabalho reside na exploragdo da solugdo de Schwarzschild para as
equacoes de campo de Einstein e como esta solucdo fornece a correcdo necessiria para
explicar completamente a precessdo observada. Através de desenvolvimento gradual e com
atencao aos detalhes fisicos, esperamos conduzir o leitor por esta jornada intelectual que
culminou em uma das maiores conquistas da fisica teérica.

Este livro é destinado a estudantes de fisica, astronomia e 4reas afins, bem como a
qualquer leitor com formacdo cientifica béasica e curiosidade sobre os fundamentos da re-
latividade geral. Assumimos familiaridade com calculo diferencial e integral e mecéanica
classica, mas fornecemos revisoes dos conceitos necesséarios ao longo do texto.

Agradecemos aos nossos orientadores, colegas e instituicao pelo apoio durante o desen-
volvimento deste trabalho. Esperamos que esta obra contribua para disseminar o apreco

pela fisica teorica e inspire novos estudantes a explorarem as fronteiras do conhecimento.

Os Autores
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Capitulo 1

Introducao

Desde o surgimento das primeiras civilizagoes, o ser humano busca entender a natureza,
inicialmente através de mitos e crencas em divindades, posteriormente por intermédio de
explicacbes baseadas na razéo e observacdo. Ao observar o céu noturno, as diferentes
culturas construiram denominagoes aos corpos celestes conforme arcabouco cientifico de sua
época, tais manifestacoes foram transmitidas ao longo do tempo para as geragoes futuras
i

O questionamento constante sobre os fenoémenos da natureza levaram ao surgimento
da ciéncia, em especial a fisica. Na dindmica de movimentos, as leis de Newton, com
base nas leis de Kepler, descrevem com grande precisdo eventos que ocorrem em baixas
velocidades. A lei da Gravitagfo retrata com exatidao as Orbitas dos astros celestes ao
considerar a gravidade como uma for¢a que depende das massas envolvidas. Contudo, o
planeta Mercurio fugia das explicagoes dadas pela dindmica newtoniana, onde esta nao
explicava a discrepancia entre os valores observacionais e teoricos [2, 3.

Em 1915, Albert Einstein publicou a famosa Teoria da Relatividade Geral (TRG), na
qual apresentou a gravidade como um efeito da deformagdo da geometria do espaco-tempo
devido a matéria e energia. A equacdo de Einstein estabelece, a partir do formalismo
tensorial, a relagdo de como a massa e energia deformam a geometria do espaco-tempo,
cuja solugdo no vicuo é conhecida como métrica de Schwarzschild. Essa métrica descreve
0 campo gravitacional exterior a um corpo massivo, esférico e sem carga elétrica, com
dependéncia apenas da distancia radial |1, 5].

Na regiao mais proxima a sua estrela, Mercirio realiza um movimento que desafia a
mecanica newtoniana ao apresentar um desvio angular pequeno em sua 6rbita. Tal teoria
explica que, a maior parte desse precessao é devido aos efeitos gravitacionais de outros
planetas do sistema solar, sendo os com mais influéncia, Vénus, Terra, Jipiter e, em menor
valor o Sol, que apresenta uma forma oblata decorrente da rotagdo em torno de seu eixo. A
teoria proposta por Einstein atribuiu uma pequena correcao relativistica ao considerar que

ap6s uma volta completa a 6rbita ndo é uma elipse fechada, o que é resultado da precessao
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causada pela geometria do espago-tempo|6, 7].

Neste trabalho, ser4 abordado o problema da 6rbita de Merctrio seguindo duas verten-
tes fundamentais da fisica: Mecénica Classica e Teoria Relatividade Geral. Inicialmente,
pelas leis de Newton e a lei da gravitacao, que consideram a gravidade como uma forca
central que varia inversamente com o quadrado da distancia entre os corpos. Utilizando o
calculo diferencial integral, serd feito uma investigacao acerca dos efeitos perturbativos gra-
vitacionais sobre a 6rbita do planeta. Em seguida, com base nos principios da Relatividade
Geral, serd empregada uma abordagem apoiada na métrica de Schwarzschild, que permite

uma descricao mais precisa do movimento de Mercirio no espaco-tempo curvo.



Capitulo 2

Mecanica Classica

2.1 Fundamentos da Mecanica Classica

A mecénica classica representa o primeiro grande arcaboucgo tedrico da fisica para a
descrigdo do movimento dos corpos. O seu desenvolvimento compreende entre os séculos
XVTI e XVIII, ela surgiu como uma, necessidade de dar respostas compreensiveis aos fendme-
nos naturais a partir de principios racionais e métodos experimentais. O grande cientista
sistematizador do conhecimento foi Galileu Galilei, cujos os trabalhos na investigacdo dos
movimentos adquiriu um cariter experimental e matemdtico. KEssa nova abordagem na
dindmica viria a ser aprimorada por Isaac Newton no final do século XVII, a partir de leis
gerais do movimento e do célculo diferencial integral.

Em seu livro Principia Mathematica, Newton publicou em 1687 as leis que regem a
dindmica e a lei da gravitagao universal, descrevendo com notével precisao movimentos de
corpos celestes e terrestres. Essa estrutura tedrica, baseada em conceitos como forca, massa,
espaco e tempo absoluto, persistiu por mais de dois séculos. Nesta secao, serao apresentados
os principios que fundamentam a mecénica classica, com énfase nas leis de Newton e forgas
em potencias centrais que servirdo de base para compreensao da relatividade geral e o

entendimento da gravidade como a curvatura do espaco-tempo [].

2.1.1 As Leis de Newton

As leis de Newton constituem a base formal da dinamica classica, fornecendo os prin-
cipios fundamentais que regem o movimento dos corpos sob a acdo de forcas. A primeira
lei, também conhecida como principio da inércia, estabelece que um corpo permanece em
repouso ou em movimento retilineo uniforme tende a manter seu estado, a menos que forca
resultante atue sobre ele. A inércia é a resisténcia dos corpos em mudar seu estado de
movimento, o que esta intrinsecamente relacionada & massa do corpo.

A segunda lei estabelece quantitativamente que a aceleragao de um objeto é diretamente
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proporcional & forca resultante que atua sobre ele e inversamente proporcional & sua massa,

seguindo a mesma dire¢ao da forca. Esta lei é definida pela equagao vetorial:
F =ma,
em termos diferenciais é expressa como sendo

F=—
dt’
onde P é o momento linear.

A terceira lei afirma que, para toda acdo, existe uma reacdo de igual intensidade e
direcdo, porém de sentido oposto. Isso implica que, quando um corpo exerce forca em
outro, este aplica uma forca no primeiro, no entanto, essas forcas ndo se anulam por serem

aplicadas em corpos distintos [9, 10, 11].

2.1.2 A Lei da Gravitacao Universal

O astronomo Claudio Ptolomeu (100-170 d.C.) formulou o modelo geocéntrico, no qual
a Terra encontra-se no centro de todos os movimentos celestes. Este modelo atendeu as
perspectivas da época, o que fez durar por mais de mil anos. No século XVI, o astronomo
polonés Nicolau Copérnico (1473-1543) apresentou o modelo heliocéntrico baseado em ob-
servacoes e calculos matematicos de que o Sol esta no centro do sistema solar e os planetas,
incluindo a Terra, giram ao seu redor. Essa ideia representou uma ruptura com a tradigao
aristotélico-ptolomaica imposta até entao [12].

Posteriormente, Johannes Kepler formulou as trés leis do movimento planetéario (que
seré visto em detalhes na proxima segao), descrevendo com precisao as érbitas elipticas dos
planetas ao redor do Sol. Contudo, foi Isaac Newton quem consolidou o entendimento das
forgas que regem os corpos celestes ao formular, em 1687, a Lei da Gravitagao Universal.
Segundo Newton, todos os objetos que possuem massa exercem forgas de atragdo uns sobre os
outros, cuja intensidade € diretamente proporcional ao produto das massas e inversamente

proporcional ao quadrado da distdncia entre eles. Essa lei é expressa pela equagdo:
—T, (2.1)

onde Fo é a forga gravitacional que o corpo 1 exerce sobre o corpo 2 de massas my e ma,

4
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respectivamente, ver Figura (2.1). O sinal negativo indica que a forca é atrativa, ou seja,

tem sentido oposto ao vetor posicao.

For,  Fie B 7

—4

7 "

Figura 2.1: Representagao da forca gravitacional entre dois corpos de massas distintas
Fonte: Autoria propria (2025).

Esses corpos estao separados por uma distancia r, modulo do vetor ¥ que possui vetor
unitario 7. E G é a constante gravitacional universal, calculada em laboratorio em 1798
pelo fisico inglés Henry Cavendish (1731-1810), cujo valor experimental é aproximadamente
6,674 x 10~ Nm? /kg? [9, 13]. A dependéncia de Fi5 com o inverso do quadrado da distan-
cia pode ser compreendido por meio do conceito de fluxo de campo gravitacional. Suponha
uma esfera Z de raio r em torno da massa pontual M gerando um campo gravitacional ao
seu redor. O vetor campo gravitacional § gerado por essa massa é radial e aponta para a

propria massa, dado pela seguinte relagdo

M
j= -G,
T

o elemento de area de Z em coordenadas esféricas é dado por
dA = r?sin 0 df do 7.

O fluxo de campo gravitacional através de z é dado pela integral de superficie fechada do

produto escalar ¢ - dA:

- . 27 pm MA 5 . .
¢, =@ g-dA = -G—5r - (7“ 51n9d9d¢7‘).
S 0o Jo r

Sendo o produto escalar 7 - 7 = 1, chegaremos a expressao

2 s
o, = —GM/ / sin 6 df d¢. (2.2)
0 0
)
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Resolvendo separadamente as integrais na Eq.(2.2), encontramos

s
/sin9d9 = —cosf|y =—cosm+cos0 =2
0

2
/ dp = 2,
0

e, portanto, o fluxo torna-se
&, =—-GM -2 -2 = —4nGM.

O resultado mostra que o fluxo ndo depende do raio da esfera, apenas de grandezas constan-
tes. Para que o fluxo total permaneca invariante ao se aumentar a distancia r, o médulo do
campo e, portanto, da forga gravitacional precisa decrescer proporcionalmente a 1/r%. Este
formalismo matematico ndo apenas justifica a forma da Lei de Newton dada pela Eq.(2.1),

mas também, estabelece uma profunda conexao entre a geometria do espaco e gravitagao

[14].

2.1.3 Conservagao da Energia e do Momento Angular

Como vimos anteriormente, a lei da gravitagdo universal de Newton descreve uma forga
de atracao que varia com o inverso do quadrado da distincia entre dois corpos. Essa forca
é classificada como uma forca central, pois atua sempre ao longo da linha que conecta os
centros de massa dos corpos envolvidos. Matematicamente, uma forca central pode ser

expressa por
F = Fp = F=F- (2.3)

em que I representa a intensidade da forca, que depende apenas da distancia r. Essa forca
¢ conservativa (independente da trajetoria). Considerando um sistema de corpos de massas

M e m, existe uma energia potencial gravitacional associada, expressa pela equagao

Vi) = —qMm

r
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A energia mecanica do sistema é a soma da energia cinética, T, e da energia potencial

gravitacional

Mm

1
E=T+V=-mv’-G
2 T

(2.4)

Como a forga gravitacional ndo realiza trabalho dissipativo, a energia mecénica total E
permanece constante ao longo do tempo. Além disso, outra grandeza que permanece cons-
tante é o momento angular L, que em relacao & origem do sistema de coordenadas é dado

por

-

L=rxp=

=

X mu. (2.5)

Derivando a Eq.(2.5) em relagdo ao tempo, chegaremos a expressao

—

@ = Lrm)
a  oas "
= m dr X U+ 7 X v
B dt dt
= mUXUT+7xa)
= m(0+7xa)
= 7 X mda,
como isso, temos
L .
Substituindo a Eq.(2.3) na Eq.(2.6), teremos
dL FF
=X P = = (Fx ) =0, (2.7)
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A conservagdo do momento angular implica que o vetor L mantém sua direcao e magnitude
constantes durante o movimento. Assim, a conservacao da energia e do momento angu-
lar ndo apenas simplifica a anélise dos sistemas gravitacionais, como também fornece os

alicerces tedricos para a compreensao da dindmica orbital de corpos celestes [15, 16].

2.1.4 Equacgoes do Movimento em Potenciais Centrais

Um potencial central é aquele cuja intensidade depende unicamente da distancia entre
duas particulas e esta sempre direcionado ao longo da linha que as une. Em outras palavras,
o potencial V' é funcdo apenas do médulo da posicao relativa, isto &, V = V (r), cuja a forca

central correspondente é obtida da forma

- d
F(r)y=-VV(r)= —d‘;ﬁ

Considerando um sistema de duas particulas de massas m e M, em que M esta fixa na
origem e m se move sob a influéncia de um potencial central, a equacdo do movimento para
m é dada pela segunda lei de Newton

d*r dVv

= —— (2.9)

e dr

Como mostrado anteriormente, o momento angular L é conservado. Escolhendo o plano de
movimento como sendo o plano zy, podemos descrever o vetor posi¢ao 7 usando coordenadas
polares (r, 6), o que nos permite decompor a equacao do movimento em componentes radiais

e angulares. A velocidade em coordenadas polares é dada por
T=r'F+ 100, (2.10)
derivando a Eq.(2.10) em relagao ao tempo, obtemos a aceleracao
a=(r"— 7’0'2)f‘ + (r0" +2r'0")0,

como a forca é central ndo ha componente tangencial, portanto, a equagdo do movimento

na direcdo 0 seréa

rd" +2r'0' =0, (2.11)



CAPITULO 2. MECANICA CLASSICA

multiplicando ambos os lados da Eq.(2.11) por mr, chegaremos

mr20” + 2mr’0 = 0
d
£(mr20') =0
mr?0’ = constante = mr? = L, (2.12)

onde L representa o momento angular da particula. Da Eq.(2.9), teremos apenas a equagao

radial da aceleracdo expressa da seguinte forma

av
" %) = — == 2.13
na Eq.(2.12), isolando 6 e substituindo na Eq.(2.13), obtemos a equagdo do movimento
radial
i v + L7 (2.14)
mr’ = —— 4 —. :
dr ~ mr3

A Eq.(2.14) pode ser entendida como o movimento de uma particula em um potencial
efetivo Veg(r), com a inclusdo de uma contribuicao centrifuga (L?/2mr?), que representa a
energia associada ao movimento angular, cuja a contribuicdo impede que a particula colapse
para r = 0, logo,

GMm L?

Verr(r) = = v o

(2.15)

Contudo, a equagdo do movimento se reduz & forma

mr” = _ AVer
dr’

essa equacao descreve o movimento radial da particula como se estivesse sujeita a um
potencial escalar Vog(7), o que permite a analise qualitativa do movimento orbital com base
nas propriedades desse potencial.

A importancia dessa formulacao estd em transformar um problema bidimensional com
simetria central em um problema unidimensional de movimento efetivo radial, possibilitando
a analise detalhada do tipo de 6rbita (fechada, aberta ou segao conica) em fungao da energia

e do momento angular [10, 16].



Capitulo 3

O Problema de Kepler

3.1 O Problema de Kepler

Em 1609, o astrénomo alemao Johannes Kepler publicou sua obra Astronomia Nowva,
onde apresentou as trés leis do movimento planetério, que hoje levam seu nome. Os estudos
das érbitas celestes tiveram grandes contribui¢des do astronomo dinamarqués Tycho Brahe,
que por sua vez coletou grandes quantidade de dados observacionais. A aquisi¢do desses
dados permitiram a Kepler formular as trés leis do movimento planetario, que veremos a

seguir [2, 15].

3.1.1 A Primeira Lei de Kepler: Orbitas Elipticas

Considere um planeta girando em torno do Sol, que esta localizado em um foco, adota-
remos o sistema de coordenadas no centro do Sol. O vetor que localiza o planeta é 7=7(t)
e os vetores velocidade e aceleracao sao v=7' e d=7", respectivamente. De acordo com a

lei da Gravitacao e a segunda lei de Newton [2, 3]

- GMm
g - = r3 r r= ’FI (3'1)
F = ma. (3.2)

Igualando as Egs.(3.1) e (3.2) acima, chegamos a seguinte expressao

. GM GM .
a = — r=— 0]
r3 r2

10
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com o vetor @ paralelo a 7, aplicando a derivada temporal no produto vetorial X ¢/, obtemos

jt(Fxﬁ) - 7

o produto vetorial 7 x ¥ ¢ um vetor A constante com modulo \E| # 0. O vetor posigao 7 é

perpendicular a h para qualquer valor de t, ver Figura (3.1). Para demonstrar a primeira

Figura 3.1: Representacao vetorial no espaco tridimensional com destaque para o momento
angular especifico h

Fonte: Autoria propria (2025).

lei de Kepler, vamos reescrever o vetor h da seguinte forma

h = xvU

agora, considerando o produto vetorial

axh = — o x (r?a x4/,
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temos
ixh = —GMaux (axd), (3.3)

e utilizando a propriedade do produto vetorial triplo

-,

ax(bxd) = (a-db—(a b)é
com d, 5 e C vetores quaisquer, mostramos que a Eq.(3.3) pode ser expressa na forma

= —Gm|(a- )i — (@ a)d]

~ GMi. (3.4)

ISI

X

=S
|

X

ST}

A Eq.(3.4) também pode ser obtido da seguinte forma
(Txh) =0 xh=axh=GMi, (3.5)
integrando a Eq.(3.5), chegaremos a expressao

/(Uxﬁ)’dt = GM/a’dt
xh = GMua+¢ (3.6)

=1

O angulo ¢ esté ente € e 7, pois as coordenadas do planeta sao (r,¢). O vetor h aponta
na direcdo z, os vetores U X h e @ sio perpendiculares a ﬁ, portanto, o vetor constante ¢
também pertence ao plano xy [17]. A partir da Eq.(3.6), determinamos o seguinte produto

escalar

=
—
<y
X
>
S~—
Il

7 (GMu + C)

= GMr-u+7-¢

= GMru-u+ |r]|c]cos ¢
= GMr+rccoso

= r(GM + ccos ¢), (3.7)

12
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resolvendo para r na Eq.(3.7), chegaremos ao resultado

7 (7% h)
GM + ccos ¢
1 7 (Txh)

_ . 3.8
GM(l—f—G—’jwcosqﬁ) (38)
o numerador na Eq.(3.8) é um produto misto, isto é
F-(Uxh)=(FxT)  -h=h-h=h?
portanto, temos
h2
GM
- ’ 3.9
1+ &5 cos(¢) (3.9)
e cousiderando as seguintes defini¢oes
e=c¢/GM = 1/GM =¢/c, (3.10)
a Eq.(3.9) toma a seguinte forma
ed
e IATEY 3.11
"T1y ecos(¢)’ (3:11)
com
h2
d=—.
c

A Eq.(3.11) é uma equagcdo polar para uma se¢do conica com foco na origem. Sabemos que
a trajetéria de um planeta é fechada, portanto, com excentricidade e < 1, o que determina
uma conica eliptica. Os pontos extremos da orbita do planeta sdo denominados de periélio

e afélio, conforme a Figura (3.2).

13
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Periélio

i
* Afélio

Figura 3.2: Representacao de uma orbita eliptica em torno de um foco, conforme previsto pela
primeira lei de Kepler. O corpo em movimento percorre a elipse sob influéncia de uma
forga central atrativa, com o foco ocupando a posi¢ao da fonte dessa forca.

Fonte: Autoria propria (2025).

3.1.2 A Segunda Lei de Kepler: Areas Iguais em Tempos Iguais

Experimentos mostram que a energia, momento linear e momento angular se conservam.

Pela conservacao do momento angular, temos

dL
P

nao sofre variagdo no tempo, este em coordenadas cilindricas é dado por
- .
L =mp?y'3.

Considerando a equacdo do comprimento de um arco, [ = pyp, onde p é o raio da circun-
feréncia e ¢ o dngulo central, temos que para um deslocamento angular infinitesimal d

corresponde um elemento de arco
dl = pdep.

O elemento de area dA varrido pelo vetor raio é entao dado por

1 1 1
dA = Zpdl = —p(pdy) = =p*d
5P 5P(pdy) = Spdy,

14
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a area total correspondente a um dado deslocamento é expressa pela integral

_ B pdl_/p(pdso)_l/g/ _|E\/
A—/dA—/Q— 5 = 3 pgpdt—2m dt,

portanto, para uma revolugdo, teremos

LT
4

o2m’

comprovando que a lei das areas mostra a relacao direta entre a area descrita pelo movimento

de um planeta e o0 momento angular [16].

3.1.3 A Terceira Lei de Kepler: Relagao entre Periodo e Raio Médio
A forca gravitacional sentida por um planeta que orbita o Sol é da forma centripeta.
Sendo assim, teremos, ﬁg = ﬁcp, cujos moédulos sao

GMm V2
2

r

isolando a velocidade nesta equacao, chegamos a expressao

M
2 = M : (3.12)
r

para um volta completa em torno do Sol, teremos

(3.13)

substituindo a Eq.(3.13) na Eq.(3.12), obtemos

Ar?r? GM
”T; = = Ar*r® = GMT?,
-

a partir desse resultado, a terceira lei de Kepler agssume a forma

T? 472
—— = constante,

B GM
15
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com esta relagdo sendo aplicada a todos os corpos celestes que descrevem o6rbitas elipticas

[3]-

16



Capitulo 4

Movimento Planetario

4.1 Perturbacoes no Movimento Planetario

A mecénica newtoniana, com base na lei da Gravitacdo Universal, garante uma poderosa
descri¢ao do movimento dos corpos celestes. As orbitas planetarias em torno de uma estrela
perfeitamente esférica sao previstas pela teoria como elipses fixas, de acordo com as leis de
Kepler. No entanto, o sistema solar real é dindmico e caético, com multiplas interagoes
gravitacionais. Essas perturbagoes produzem efeito sutis que no entanto, fazem com que as

oOrbitas planetarias se desviem das elipses keplerianas perfeitas e estaticas |[18].

4.1.1 O Vetor de Laplace-Runge-Lenz

As orbitas dos planetas sdo governadas por forgas conservativas, ou seja, que nao de-
pendem da trajetéria. Portanto, o momento angular, L, e a energia, E, sao conservados.

No contexto de forcas centrais a segunda lei de Newton pode ser escrita como
P = f(r)-.
1)

O produto vetorial da derivada temporal do momento linear P’ com o momento angular E,

toma a forma

= mf(r) |:F><(77>< F’)], (4.1)
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implementando o produto vetorial triplo na Eq.(4.1)

-,

ax(bxd) = (@ db—(a b)é

com

ST
Il
S 13y

temos

= IO ey - o) (4.2)
r
Dada a seguinte relagéo
1d
> - 24 . _ /
e = 2dt(r r)=nrr, (4.3)

e substituindo a Eq.(4.3) na Eq.(4.2), obtemos

ou
LB x D)= -mpp 2 (T (1.4
7 mf(r)r i\ i
Dentro do ambito de forcas centrais, a forca proporcional ao inverso do quadrado da dis-
tancia tem grande relevincia fisica, a qual adotaremos em nossa anélise. Na Eq.(4.4)
substituindo f(r) = —2%, chegamos a expressio
d, = - k d (7 d (7T
—(PxL) = — —— )= (=) =mk—= (-], 4.5
dt< ) m< 7‘2>r dt (7“) T <’I“> (45)

18
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integrando a Eq.(4.5), determina-se

PxL=mk

=3y

+ A,

com k = GMm e A denominado de vetor de Laplace-Runge-Lenz, ver Figura (4.1).

Figura 4.1: Representacao do vetor de Laplace-Runge-Lenz no plano da oérbita. Esse vetor aponta
na diregao do periélio e permanece constante em sistemas keplerianos ideais (sem
perturbagoes), refletindo a simetria do potencial 1/r e a conservagao da
excentricidade.

Fonte: Autoria propria (2025).

Portanto, o vetor A ¢ uma constante de movimento no problema de Kepler nao pertur-
bado, isto é, para orbitas fixas e estaticas. No caso em que existe perturbacgio, a taxa de

rotacao desse vetor serd a velocidade de precessdao da orbita [19, 16, 20].

4.1.2 Contribuicoes Newtonianas para a Precessao do Periélio de Mer-

curio

Um dos efeitos mais notaveis resultantes dessas perturbagoes é a precessao do periélio,
que consiste no avango gradual do ponto mais proximo de sua estrela. O planeta Mercurio
por ser mais proximo ao Sol, é fortemente influenciado pelo campo gravitacional do mesmo
e pelas perturbagdes dos outros planetas, o que implica numa precessao significativa em sua
6rbita. Nesta secao iremos analisar o desvio do periélio de Mercurio a partir da mecénica

classica de Newton.

19
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A Equacao de Binet

Para obtermos uma equacao da trajetoria r = r(6), é conveniente fazer a mudanca de

variavel

u = u(h) = u=—.

A partir da Eq.(2.12), referente a conservagao do momento angular, podemos expressar ¢’

na forma

oL _Le
T omr2 om

A derivada temporal da posicao r’, é dada pela regra da cadeia

, _dr _drdd d <1>9,: 1du0,

u

Tt T dodt  do

substituindo a Eq.(4.6) na Eq.(4.7), obtemos a expressao:

o Ldu\ (Lu*\ _ Ldu
- u? db m ) mdb’

derivando a Eq.(4.8), temos

y dr'  dr'df

Tt T dodt do

u2df ’

m df
Ld?u Lu?

Cmdo2 m
L*u? d*u

m2 de%

o d < L du

)

A componente radial da segunda lei de Newton é dada pela equacao

2
F.=m(r" —r0"),
com isso, a forga gravitacional em termos de u assume a forma
Fr(u) = —GMmu?,

20

Lu?
m

)
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igualando as Eqs.(4.10) e (4.11), encontramos
m(r’ — 7"9'2) = —GMmu?, (4.12)

substituindo na Eq.(4.12) as Eqs.(4.6) e (4.9), e considerando a mudanca de variavel (r =
1/u), obtemos

u m

L2242 1 /Lu2\?2
_TZTHZ _ (“) = —GMmu?, (4.13)

apds algumas simplifica¢des, mostra-se que

L2u? v L%u3

- — —_— 2
T - GMmu~, (4.14)

agora, dividindo ambos os membros da Eq.(4.14) por —L?u? /m e assumindo u # 0, obtemos

@+u_GMm2

7 72 (4.15)

Esta é a equagdo de Binet para o potencial gravitacional newtoniano que descreve o movi-
mento de uma particula sob acdo de uma forca central, como a forca gravitacional, no qual

a trajetoria € uma conica.

Solucdo da Equacdo de Binet (Orbita Nio Perturbada)

A solucdo geral da Eq.(4.15) é dada por

GMm?
u(f) = 2 + Acos(8 — 6o),
onde A e 6 sao constantes de integragao [21]. Esta solu¢do é comumente escrita na forma
GMm?
w(®) = 22 11 4 ecos(6 — 6o)] (4.16)

12
onde a excentricidade orbital é expressada pela relacao

AL?

€= GMm?’

21
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com 0 < e <1 e 6y sendo uma constante de fase que determina a orientagdo da elipse no

plano orbital. No periélio temos a seguinte condi¢do sendo satisfeita
cos(0 —6p)=1 = 60 =0,

reescrevendo a Eq.(4.16) em termos de r = 1/u, mostra-se que

Lz/(GMmQ) B P

0) = =
r() 1+ecos(@—0y) 1+ecos(d—6p)

(4.17)

onde p é um pardmetro geométrico da conica associado a distéancia do foco a borda, sendo

perpendicular ao eixo maior e dado pela expressao

L2

p= GMm?2’

A Eq.(4.17) descreve uma trajetoria perfeita e estéatica [20]. No sistema fisico real, a 6rbita
de Mercurio nao é uma elipse perfeitamente fechada e imoével. O periélio de Mercurio
denota uma pequena precessao, uma mudanga gradual na orientacdo da elipse ao longo do
tempo. O fato é que o potencial gravitacional efetivo de Mercirio é afetado por diversos
fatores perturbativos que modificam a forma do potencial, produzindo a precessao. O
principal fator que provoca tal mudanga é a interacdo gravitacional de outros planetas.
Sobre Mercurio, além da intensa forca do Sol, os demais corpos do sistema, solar, em especial
Vénus, Terra e Jupiter (devido a sua grande massa), influenciam gravitacionalmente em

malior escala a 6rbita de Mercurio.

Potencial Efetivo com Perturbacoes
O potencial efetivo gravitacional, Eq.(2.15), pode ser incrementado com um termo de

perturbacao Vpert(r), com isso, temos a seguinte expressao

GMm L L2
r 2mir2

Vert(r) = — + Voert (7). (4.18)

O termo L?/2mr? é a energia potencial associada ao movimento angular e impede que

o planeta descreva uma trajetoéria radial direto para a fonte gravitacional. O potencial
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perturbado pode ser aproximado da seguinte forma

Voert (1) = —g, (4.19)

onde 8 é uma constante positiva que quantifica a intensidade da perturbacdo. Substituindo
a Eq.(4.19) na Eq.(4.18), temos

GMm L2
Veff(T') = — + p

- — 4.20
r omr2 3’ ( )

cujo comportamento ¢é ilustrado na Figura (4.2).

2 4 6 8 10

Figura 4.2: Potencial efetivo Veg(r) em funcdo da distancia radial r

Fonte: Autoria propria (2025).

E notorio através do grafico o quio rapido o Vert(r) cresce quando o r aumenta. A
introducdo de um potencial perturbativo modifica a forca radial e como consequéncia, a
equacgao de Binet. Ao considerarmos uma forca perturbativa efetiva Fpert (1) que, apos as
devidas manipulagdes e aproximagoes comuns em mecanica celeste (como a média sobre
uma orbita ou a consideragao de pequenas corregoes), leva a uma modificagao linear na

equacdo de Binet, que assume a forma

(4.21)

dziu L B 2m Befr " GMm?
d6? L2 L2

Aqui, Begr € uma constante efetiva que engloba os efeitos da perturbacdo. A derivacdo exata
desta forma linear a partir de um Vpert(r) = —f3/73 (que naturalmente levaria a um termo
nao linear oc u?) envolve etapas de lineariza¢do ou métodos de perturbacao mais avangados.

Tendo em vista o objetivo desta secao, podemos considerar a forma linear acima como uma
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aproximacio véalida para perturbagoes fracas com 2mfBeg/L? << 1.

Solucao da Equacao de Binet Modificada

A Eq.(4.21) é uma equagao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes cons-

tantes. Seja kf =1 — 2mBegr/ L%, obtemos a seguinte equacio de Binet

d*u GMm?
ST kau = T3 (4.22)
A solucao geral da Eq.(4.22) é da forma
GMm?
u(@) = Tg + A cos(kob — 6)),
0

onde A" = eGMm?/L*k}. Evidenciando o termo GMm?/L?k3, obtemos

GMm?

O R

[1 4 ecos(kob — )], (4.23)

substituindo na Eq.(4.23) o valor de kg, chegaremos a seguinte solu¢ao

Mm? 2
GMm 1—|—ecos< 1-— mﬁeﬂé’—%)],

wl) = ——— "
( ) L2(1 _ 27725295)

L2

onde e é a excentricidade e 0y & a constante de fase. Para pequenas perturbacoes, isto &,

2mBeg

Iz < 1, (4.24)
temos que
.
1 2men
logo, a solucdo tem a forma
u(@) ~ CH‘LTZ 1+ ecos < 1 2’2563 0 90>] . (4.25)
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A Eq.(4.25), quando comparada com a Eq.(4.15), apresenta uma diferenca em relagdo ao
argumento do cosseno que passou a ser ko — 6y, isso se deve ao fato dos efeitos perturbativos

na equagcao de Binet.

Calculo do Avanco do Periélio de Mercurio
Na Eq.(4.25), a frequéncia angular efetiva da oscilagao radial é

Qmﬁeﬂ
_ T2

ko =14/1

Como a perturbacao é pequena, Eq.(4.24), podemos expandir kg usando a aproximagao

binomial da forma

\/1—33%1—;,

para x pequeno. Essa aproximagdo modifica kg da seguinte forma

2m Pefr 1 [/ 2mPBes mBeft
0=y L2 2 ( L2 L2

O periélio ocorre quando o argumento do cosseno na Eq.(4.25) é um multiplo de 27, ou seja,

2nm, onde n é um inteiro. Uma revolucdo completa, no sentido de u(f) retornar ao mesmo
valor com a mesma derivada (por exemplo, de um periélio ao proximo), ocorre quando k6

varia de 2m. Portanto, o angulo e, para uma orbita radial completa é

2T
kOrev = 27 - Orev = ?7
com k = 1 (sem perturbagao), entao Oy = 27, e a 6rbita é uma elipse fechada. No entanto,
com k # 1, Orey sera diferente de 2. A precessdo do periélio ap6s uma revolugao, A6, é a

diferenca entre 0o, € 27:

p 1
AO=Opy — 21 =" —2n=2r(-—1), (4.26)
k k
onde 1/ky é
1 1
. 4.27
ko 1-— mLﬁfff (4.27)
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implementando a aproximagcao binomial na Eq.(4.27), temos

1
(1—x)

~1+zx,

chega-se & expressao

1 mPBet
—=~1
T T

substituindo a Eq.(4.28) na Eq.(4.26), temos

A ~ 27 [(1 + mﬁeﬁ) — 1]

L2
mﬁeff
LQ

Q

2T

(4.28)

(4.29)

A Eq.(4.29) mostra que a perturbacao introduzida na equacdo de Binet modificada induz

uma precessao secular (isto é, um avanco lento e continuo) no periélio da o6rbita. A direcdo

da precessio (avango ou retrocesso) depende do sinal de Seg. Se Seg > 0, como assumido
para 0 Vpert = —B/r3, entdo kg < 1, 1/kg > 1, e A > 0, o que significa um avango

do periélio. A partir deste formalismo pode-se calcular a taxa de precessao do periélio de

Mercurio devido a varias perturbacoes newtonianas, uma vez que a constante S apropriada

para cada efeito seja determinada |

, 22, 19].
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Teoria da Relatividade Geral

5.1 Fundamentos da Relatividade Geral e Aplicacoes ao Mo-

vimento Planetario

A Mecénica Classica, embora bem-sucedida em descrever uma vasta gama de fendmenos
gravitacionais, encontra limitacoes em regimes de campos gravitacionais muito intensos ou
quando velocidades proximas a da luz estao envolvidas. Notavelmente, a precessao and-
mala do periélio de Mercirio nao pdde ser completamente explicada pela teoria newtoniana,
mesmo considerando as perturbacoes de outros planetas. A Teoria da Relatividade Geral
(TRG), proposta por Albert Einstein, oferece uma nova descri¢ao da gravita¢do, nao como
uma forga, mas como uma manifestacdo da curvatura do espago-tempo causada pela pre-
senca de massa e energia. Esta se¢do introduzird os principios fundamentais da TRG e a
solucao de Schwarzschild, que é crucial para entender o movimento planetério em campos

gravitacionais fortes e, subsequentemente, explicar a precessao do periélio de Mercurio.

5.1.1 Postulados da Relatividade Geral

A TRG é fundamentada nos seguintes postulados fundamentais:

O Principio do Equivaléncia: afirma que nao ha experimento local que possa distinguir
entre os efeitos de um campo gravitacional uniforme e de um referencial com aceleracao
constante. Com isso, vale a equivaléncia entre massa inercial e gravitacional. Um efeito
direto é que a luz deve ser desviada por campos gravitacionais.

O Principio da Covaridncia Geral: as leis da fisica devem ser as mesmas em qualquer
sistema de coordenadas, desse modo, as grandezas fisicas por natureza sao covariantes. Isso
implica que, as componentes tensoriais covariantes se transformam de maneira especifica
sob mudangas de coordenadas, ver Apéndice (C.0.1).

A Curvatura do Espago-Tempo: a presenca de massa e energia curva o espago-tempo.

Inversamente, a curvatura do espago-tempo dita como a matéria e a energia se movem. A
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gravitagdo é, portanto, um efeito geométrico da curvatura do espago-tempo.

Esses postulados propostos por Einstein ddo sustentacao teérica a TRG e a formulagio

matematica tensorial [23].

5.1.2 Curvatura do Espaco-Tempo e Orbitas Planetarias

Na TRG, as particulas livres movem-se ao longo de geodésicas no espago-tempo curvo.
Uma geodésica é o caminho de menor energia em um espago curvo, andlogo a uma linha
reta no espago Euclidiano. A equacao que descreve uma geodésica de uma particula em um

campo gravitacional é da forma:

d2xt " dx® dxP

= 1
dr? tlap dr dr 0, (5-1)

onde z#(7) sdo as coordenadas da particula parametrizadas pelo tempo proprio 7 (para
particulas massivas). Os termos I'" 5 sa0 os simbolos de Christoffel (ou conexdes da métrica),
que sao derivados das componentes do tensor métrico g, e suas derivadas parciais. As
conexoes da meétrica estabelecem como vetores de base mudam ponto a ponto no espago-

tempo curvo. Esses simbolos sdo expressos na forma,

1 O9ap . O9sp  Ogap
®o T pp P P
Vag = 29 <3x5 dx>  Oxr )’ (52)

com p,a,B,p =0,1,2,3 = t,r,0,¢. As componestes ndo nulas da conexdo da métrica
constam no Apéndice (D.0.2). O tensor métrico g, ¢ fundamental, pois define a estrutura
geométrica do espaco-tempo, logo, define como distancia e intervalo de tempo sdo medidos.

O quadrado do intervalo infinitesimal, ds, entre dois eventos no espago-tempo é dado por
ds® = g, dztdx", (5.3)

com a forma especifica de g, sendo determinada pela distribuicao de massa e energia

[7, 23].
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5.1.3 Equacoes de Einstein para Campos Estaticos Esfericamente Simé-
tricos

A relacdo entre a curvatura do espaco-tempo e a distribuicao de massa e energia é dada

pelas equactes de campo de Einstein

1 8rG
R/Ll/ - ERg'U‘V = 7T,U‘V’ (54)

onde o tensor de Ricci R, juntamente com o escalar de Ricci R, sao responséveis pela
informagao acerca da curvatura do espago-tempo. O tensor métrico g,, € o objeto principal
a ser determinado, pois é através dele que obtemos informagoes sobre como as distancias
sao medidas ao longo do espaco-tempo. E por fim, temos a constante gravitacional new-
toniana, G, a velocidade da luz no vicuo, c e o tensor energia-momento 7},,, que nos diz
como o conteddo de energia, matéria e momento estdo distribuidos. Basicamente, essa
equagao informa que a presencga de massa e energia afeta a geometria do espaco-tempo, e
a geometria afeta a maneira como a massa ou energia devem se comportar. Kssa equacao
é de extrema importancia para a fisica tedrica, pois nos fornece uma descricdo matematica
precisa do comportamento da gravitacdo, permitindo que sejam feitas previsdes sobre fe-
nomenos astrofisicos, como 6rbitas planetéirias, lentes gravitacionais, buracos negros entre
outros [7].

A Eq.(5.4) é um sistema de dez equagbes diferenciais parciais nao lineares acopladas
para as componentes do tensor métrico g,,,. Encontrar solugoes exatas para essas equacoes
é geralmente muito dificil. Para campos estaticos e esfericamente simétricos no vacuo
(ou seja, fora de uma distribui¢do de massa esférica e ndo rotativa), o tensor de energia-
momento T),,, € nulo. Nesse caso, as equagoes de campo de Einstein se simplificam para a
forma R,, = 0; a solugdo desta equacao nas condicoes especificadas ¢ conhecida como a

métrica de Schwarzschild.

5.1.4 A Solucao de Schwarzschild e suas Implicagoes

A geometria do espaco-tempo ao redor de corpos celestes massivos, como o Sol, pode ser
descrita por uma solucao exata das equacoes de campo de Einstein conhecida como solucao
de Schwarzschild. Essa métrica é fundamental na relatividade geral, pois representa a Ginica
solucao esfericamente simétrica no vacuo, sendo essencial para o estudo de buracos negros,

movimento de planetas e desvio gravitacional da luz.
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O espacgo Euclidiano tridimensional, com métrica dada por
ds* = da® + dy® + d2?, (5.5)

apresenta as simetrias de uma esfera S? (2-esfera), representadas pelo grupo ortogonal
especial SO(3). Essas simetrias sdo caracterizadas pelos vetores de Killing A, B e C,

escritos na forma

0 0

A = z— —y—
z(?y Yoz

0 0

B o= vy~ h
0 0

C = g Ty

Em geral, uma variedade esfericamente simétrica apresenta esses mesmos campos vetoriais.
Isto acontece porque o espaco Euclidiano tridimensional e a variedade esfericamente simé-
trica compartilham o mesmo conjunto de vetores de Killing, pois a estrutura do conjunto

de transformacoes de simetria é dada pelas relacoes de comutacao
[A,B]=C [C,A] =B [B,C] = A.

Na demonstragdo analitica da solugdo de Schwarzschild, inicialmente, devemos considerar
o espago-tempo plano descrito pela métrica de Minkowski [?]. Esta métrica apresenta as

mesmas simetrias da 2-esfera e possui a seguinte forma
ds? = —dt* + dz* + dy* + d2°, (5.6)

sendo a base para comparacoes com solucoes mais complexas, como a métrica de Schwarzs-
child; permitindo analisar os efeitos da gravidade na estrutura do espaco-tempo. A Eq.(5.6)
estd expressa nas coordenadas cartesianas (t,x,y, z). Para uma descri¢io mais adequada
a sistemas com simetria esférica é conveniente reescrevé-la em coordenadas (t, 7,0, ¢), ver
Apéndice (D.0.1)

ds? = —dt* + dr* + r2d6* + r? sin® 0dp*. (5.7)

Uma vez que estamos interessados na solucdo para o exterior de um corpo esférico, devemos
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considerar as equacoes de campo de Einstein no vacuo, ou seja, com R,, = 0. A métrica
procurada deve satisfazer duas condicGes importantes. Primeiramente, a solucdo deve ser
estatica, o que implica que nao devem existir termos cruzados na métrica e que os com-
ponentes da métrica nao podem depender da coordenada temporal. Em segundo lugar, a
solucao deve apresentar simetria esférica. Kssa exigéncia é implementada considerando a

métrica de Minkowski, cuja parte espacial é expressada da forma
r2d6* + 2 sin® 0 d?. (5.8)

Para que essa forma esférica seja preservada, o termo d¢? deve vir acompanhado de um
fator sin? @ multiplicado pelo coeficiente d termo df?. Além disso, os demais coeficientes
da métrica podem ser funcées da coordenada radial r, j4 que se assume que o sistema é

esfericamente simétrico e estatico. Sendo assim, reescrevemos a Eq.(5.7) na forma
ds? = =22t + 26 gr? 4 212402, (5.9)

onde definimos, d2? = df?+sin? 6 d¢?. Na Eq.(5.9), observa-se que a assinatura da métrica
permanece inalterada mesmo com a introducdo de fungoes exponenciais nos coeficientes.
Contudo, para simplificar a forma da métrica, é conveniente eliminar a dependéncia expo-
nencial. Para isso, realizamos uma mudanca de coordenadas radiais, definindo uma nova

coordenada 7, dada por
F=er, (5.10)

Essa mudancga de coordenadas tem como objetivo absorver a fungdo 7(r) na coordenada
radial 7, de modo que os termos angulares da métrica assumam a forma padrio 72d§2?,
preservando explicitamente a simetria esférica. Derivando a Eq.(5.10) em relagdo a r,

obtemos a expressao diferencial para dr

dry
di =’ (14r=")d 11
r=e <+Tdr> T, (5.11)

elevando ambos os lados da Eq.(5.11) ao quadrado e isolando o termo dr?, podemos rees-

crever o elemento diferencial como
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—2
dr? = e~ 2(") (1 + r?) di?,
T

substituindo essa relagdo na métrica original, obtemos a métrica nas coordenadas (¢, 7, 6, ¢)

—2
ds? = —e2gp? 4 28 e=20(r) (1 + r?) di® + 72 d0?
r
dy\ 2
= 2?4 202 (1 + rd> dF* + 72d02. (5.12)
T

Podemos agora considerar o caso particular em que a funcdo y(r) — 0, nesse limite, as

coordenadas retornam as suas formas originais

rT—=r

—2
280-2vr) (14,90 T L2
dr ’

portanto, a Eq.(5.12) retorna a forma da métrica nas coordenadas padrao (t,7,6, ¢)
ds? = —e2 e 4 250 ar? 4+ 12402, (5.13)

Essa forma evidencia a simetria esférica e estatica da solucao buscada para o campo gravita-
cional no vacuo, exterior a uma distribuicao esférica de massa. As componentes covariantes

da métrica dada pela Eq.(5.13) sdo expressas por

gt G go  Gig —e2a(r) 0 0 0
grt  Grr Gro  Gré 0 €2ﬁ(r) 0 0
Juv = = 9 X (5.14)
got  Gor goo Gos 0 0 r 0
9ot Gor 9o 9o 0 0 0 r2sin?6
enquanto isso, as componentes contravariantes sao
gtt gtr gt9 gth _62(1% 0 0 0
rt rr ro ro 0 1 0 0
g = 90 gg 990 96 _ 2B X (5.15)
9" g g" g% 0 o L 0
ot 9 0 00 1
9 g”" 9% g 0 0 0 z5e0
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A geometria do espago-tempo € totalmente caracterizada pelo tensor de Riemann. Este

tensor tem a seguinte forma

RY,,, = 0.0, — 0,17, +T7 I, —T" \T", . (5.16)

Usando as componentes nao nulas da conexao, determinamos a componente deste tensor
t _ t t t A t A
thr - 8trrr_8TFtr+I‘t)\Frr_Fr)\Ftr
_ t t pr t Tt
- _aTFtT+FtTFTT_FTtFtT

= —ar(ara) + araarﬁ - a’r‘agr‘a
= 8r048r6 — 83@ - (ara)Qa

com as demais componentes dadas por

Rtgtg = —re_%&«oz

Rt¢t¢ = —re sin? 00«
Ry, =1e 20,8

Ry = re 28 sin? 09, 8
R9¢9¢ = sin2 (1 — e~29).

Contraindo o tensor de Riemann, obtemos o tensor de Ricci
A A
R =R, =0}, —oI" + Fpp/\F v~ r’°,\r o (5.17)
com p,v =1t,r,0,¢. As componentes do tensor de Ricci sdo

2
Ry = 2o h) D*a + 0,00, — (8Toz)2 + -0,
T

R, = —0?a—(8,0)*+ 0,00, + 3%
r

Ry = e Prd,8—0a)—1]+1

R¢¢ = Silfl2 (9R99.
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A curvatura escalar de Ricci é obtida calculando o trago

R=g¢"R, =R' =R+ R, + R+ R’ (5.18)
com
R, = — 28 [a,%a + (8,)? — 8,00, + i@ra]
R, = 28 [—8301 — (8,0)* + 0,00, 8 + iarﬁ]
R = Tig (e*w [r (0,8 — dya) — 1] + 1)
R¢¢ = 3 siln2 7 [sin2 0 (re_%&«ﬁ —re P9,a— e + 1)} ,

fazendo as devidas substituices, temos
[ ap (a2 2 2
R = |—e Jia+ (Ora)” — 0,0, + —0rc
i r

+ |e 28 (—Bfa - (&Q)Q + 0,00, 3 + z&"ﬁﬂ

- —23 —23 28

+ o a- ]
T r r r
- —28 Y —28 1

+ ¢ 03 — ‘ Orov — eT 2]
r r r r

—28 | 52 2 2 1 —23
R = -2 Oza+ (0ra)” — 0r 0y 5 + . (Ora — 0,0) + 2 (1 —e ) .

A relagdo entre as fungoes a(r) e 5(r) presentes nas exponenciais que estdo multiplicando

os coeficientes da métrica, Eq.(5.13), é obtida fazendo Ry =0 e R, = 0, isto é

Ry = e h) [8304 + (8roz)2 — 0ra0, 8 + 2&04] =0 (5.19)
r
R,y = —0?a— (8,0)° + 0.0, + %&B =0. (5.20)
r

Das Egs.(5.19) e (5.20), escrevemos o sistema

34



CAPITULO 5. TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

2
%o+ (8,0)* — 8,00, + o0 = Rye*e=P)
2 2 2
—0ra— (Ora)” + 0p@0rf+ =0, = Ry,
r
e a seguinte relacao é obtida
2
. (Ora + 0,3) = 0. (5.21)
Integrando a Eq.(5.21), obtemos
/8ra(r)dr = — / OB (r)dr
a(r) = —=pB(r)+ec, (5.22)
onde ¢ é uma constante de integracdo. Agora, fazendo Ry = 0, temos
e Pr(0,8 — dra) —1] +1 =0, (5.23)
escrevendo a Eq.(5.23) na forma

Oy (re*®) =1, (5.24)

e integrando ambos os membros, chegamos 4 seguinte expressio para e2®

/& (7’€2a) dr = /dr

re*® +e; = r4oe
re’® = r4e—c
Rs
e = 11— —,
,

onde ¢y — ¢; = R,. Substituindo €2* na métrica, Eq.(5.13), obtemos

d82 _ _620¢(T’)dt2 + eQﬁ(r)dTQ + ?"QdQQ
ds? = —e2dp? 4 7200 qr? 4 12402
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ds* = —e*Mar? 4+ (2N 1dr? 4 r2d0?
-1
ds?* = — (1 — RS) dt* + <1 - RS) dr? + r?dQ?,
r r
no limite de campo fraco da teoria newtoniana Ry — 2GM, portanto,
2GM 2GM\ !
ds® = — (1 — ) dt* + <1 — ) dr? + r2dQ2. (5.25)
r r

A meétrica dada pela Eq.(5.25) é chamada de solugao de Schwarzschild e descreve a geometria
do espago-tempo em torno de um objeto estatico e esfericamente simétrico. A constante
Ry = 2GM e denominada de raio de schwarzschild |7, 24, 23, 22].

5.2 A Correcao Relativistica da Orbita de Merctrio

O surgimento das leis de Newton representou um marco na ciéncia, permitindo impor-
tantes descobertas e previsdes. A aplicagdo da lei da gravitacdo universal & astronomia
foi fundamental para descrever as érbitas dos corpos celestes e possibilitou até mesmo a
descoberta de novos planetas. No entanto, observacoes mais precisas da érbita de Mercurio,
o planeta mais préximo do Sol, revelaram uma discrepancia em relacdo ao que era previsto
pelas equacoes de Newton. Especificamente, o eixo maior da érbita eliptica de Mercirio
apresenta um avanco de segundos de arco por século (A¢ ~ 43”), um fendémeno conhecido
como precessao do periélio. Esse desvio foi identificado pelo astrénomo francés Urbain Jean
Joseph Le Verrier em 1859, que analisou detalhadamente as perturbagoes no movimento do
planeta [6]. A precessdo da orbita de Mercurio, Figura (5.1), ocorre devido a vérios fatores
de perturbacgao, entre os quais se destacam a forca gravitacional do Sol, dos planetas do
sistema solar e os efeitos relativisticos previstos pela TRG. Para entender o fendmeno da
precessao do periélio de Mercurio, nas préximas segoes serao estudados detalhadamente o
problema de Kepler via TRG [20].
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& @ ——=rcumic

Figura 5.1: Representacao da precessao do periélio de Mercirio

Fonte: Autoria propria (2025).

5.2.1 Calculo do Avancgo do Periélio a Partir da Métrica de Schwarzschild

Ao longo de uma geodésica de interesse, a energia ¢ 0 momento angular sdo conservados

2GM \ dt de
E=(1- — L=r—"
( r >d>\ ¢ TN

sendo assim, podemos deduzir uma equacao para a funcao posicao em termos do parametro

da geodésica, r = r(\). Considerando a métrica de Schwarzschild dada pela Eq.(5.25) e o

quadrivetor

Vi = (iil;, (5.26)
com

VIV, = —¢, (5.27)
temos que

g VHVY = —e
2GM\ [ dt\? 2GMN\ ' (dr\? [ do\?
(2802 (8 o) - o
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multiplicando a Eq.(5.28) por (1 — 2GM/r) e utilizando as expressdes para 0 momento

angular e energia, sendo que,

it  E do L

d)\_<1_w> d)\_TZ’

obtemos a seguinte equagao

2 2 2
L 2GML?> 2GM
—E2+<Z§\> + 5 +e— ¢ 26N 0, (5.29)
T

r3 r

multiplicando a Eq.(5.29) por %, temos

1., 1/dr\*> ¢ GMe L1* GMI?
——E 4+ | — i e — = 0.
2 2\ d\ 2 r 2r2 r3
Esta equacao pode ser reescrita na forma
1/dr
5 (d}\) + V:eff(,r) =&, (530)

onde Vrf(r) é o potencial unidimensional

v ()_E GM6+L72 GML?
effr_2 r 272 r3

(5.31)

cujo o grafico é dado pela Figura (5.2)

—6 | | | I
0 2 4 6 8 10

Figura 5.2: Potencial efetivo Veg(r) em funcdo da distancia radial r
Fonte: Autoria propria (2025).
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A energia conservada por unidade de massa é F/, mas a energia potencial efetiva para a

coordenada r corresponde a
1
= _E~
°7 9
A equagdo para dr/d¢, onde temos
dp\? L2

é obtida multiplicando as Eqgs.(5.32) e (5.30), logo

dr\? 2GMe L2 2GMIL?
<T> e g 26 4 2EML (5.33)

d\ 2 r3

A partir da relacao
dr\?_ (dr\® (o)
) db) \dx
dr\? dr\* L2
— = — | — 5.34
(&) = (@) = 539
substituindo a Eq.(5.34) na (5.33), obtemos

dr\? ot 2GMe L2 2GMIL?
2e—et—— - Ft—3—

do) ~ I? 2 73
dr\> r*  2GMr? 9 2erd
<d¢) + ﬁ - T —+r° — 2GM7’ = L2 . (5.35)
Para resolver a Eq.(5.35) defini-se a variavel
LQ
= — 9.36
T= i (5.36)

que, por sua vez, permite obter a seguinte expressao

dr _d( L* \Ndz _ I? dx (5.37)
dp  dz\GMz)dp  GMa2d¢’ '

39



CAPITULO 5. TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

Substituindo as Eqs.(5.36) e (5.37) em (5.35), determina-se

L?  [(dx N LS 2L* N L! 207 2L
G2M?2z2 \ do GAM4z4  G2M223  G2M2x2 22 GAMA4zY
multiplicando esta equacao por GQ]gfzél, chegamos a expressao
d*x 6G2M?z?
2d752 — 242z — — 7z = 0
d*x 14 3G?M?z? (5.38)
R — xrx = _— .
de? L2
A Eq.(5.38) no contexto da dinamica newtoniana teria a forma
d’x
no entanto, a TRG atribui o termo nao linear
3G2M?z?

ao considerar a deformagao geométrica do espaco-tempo. A solucao da Eq.(5.38) é dada

por
T =20+ T1. (5.41)

A equacao associada ao termo de ordem zero é dada na forma,

dQZL’o
@@ Lt m=0, (5.42)
com solu¢do expressa por
x9 =1+ ecos ¢, (5.43)

enquanto que para o termo de primeira ordem, temos

d?zq B 3G2M2x(2)
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Substituindo a Eq.(5.43) na Eq.(5.44), obtemos

d2$1 3G2M2 2
02 +x = T(l—i—ecosqﬁ)

3G2M?
= (1 + 2e cos ¢ + € cos? QS)

L2
3G2M? 1 2
- [ (12

3G*M? 1 1
= 1z Kl + 262) + 2ecos ¢ + 562 cos 24)] . (5.45)

Para resolver estd equacdo temos que considerar as relagdes trigonométricas

2

(psing) + ¢sing = 2cos¢

dg?
d2
W(cos@gﬁ) +cos2¢ = —3cos20p,
portanto, a solugdo x1 tem a forma,
2G* M* 1 1
r, = 72 [(1 + 262> + e¢sin ¢ — 862 cos2¢| . (5.46)

O termo mais notavel é e¢sin @, que se acumula ao longo de drbitas sucessivas, como é

observado no grafico da Figura (5.3)

40 |- .
20 |- .
-
g
'(TJ O [ -
-
—20 | -
_40 I [ [ [ [

0 10 20 30 40
¢ (rad)

Figura 5.3: Contribuicao da solu¢ao z; para a perturbagdo na érbita de Mercirio

Fonte: Autoria propria (2025).
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Este comportamento da solucdo leva a seguinte conclusdo para a solucao geral

3G?M?
r=14+ecos¢+ Te¢sin¢.
Esta expressao por ser reescrita na forma
x =1+ ecos[(1 —a)d], (5.47)
sendo
3G?M?

Implementando a série de Taylor da funcao trigonométrica cos(1 — a) com a = 0, temos

cos[(1 —a)p] = cos¢+ aczycos[(l —a)g]

= cos¢+ agsin ¢,

a=0

agora, para uma volta completa, ou seja, a cada ¢ = 27, tem-se um avang¢o no angulo do

periélio
6mG?M?
considerando a equac¢do de uma elipse
(1-¢?)
r= ,
1+ ecoso

e 0o momento angular sendo escrito na forma
L~ GM(1 - ¢e*)a,

temos que o avanco do periélio poder ser determinado da seguinte forma

6mrGM
A(1—e?)a’

A =
Este resultado possibilita a determinacao com certa precisao da taxa de precessao do periélio
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de Mercurio|7, 22, 23].

5.2.2 Comparagao com Dados Observacionais

A orbita de Mercurio apresentou um dos primeiros desafios observacionais a mecanica
newtoniana. Durante o século XIX, astrénomos notaram que o avanco do periélio do pla-
neta excedia as previsdes tedricas em aproximadamente 43 segundos de arco por século
(arcsec/século). Essa discrepancia persistiu mesmo apoés considerar todas as perturbagoes
gravitacionais conhecidas.

A solugdo veio com o advento da TRG de Einstein, que prediz naturalmente um avango
adicional do periélio devido a curvatura do espaco-tempo. A Tabela (5.1) apresenta a

comparagao quantitativa entre os dados observacionais e as previses relativisticas.

Tabela 5.1: Comparacao entre observagoes e previsoes da TRG para o avanco do periélio de

Merctrio.
Parametro Valor (arcsec/século)
Avanco geodésico observado 975.31
Contribuicao Newtoniana 532.30
Residuo observado 43.01
Predicao da TRG 42.98

Fonte: Autoria propria (2025).

Como mostra a tabela, a diferenga entre o residuo observado (43.01 arcsec/século) e a
previsao da TRG (42.98 arcsec/século) é de apenas 0.03 arcsec/século, uma concordancia
relevante entre os valores observacional e teérico. Esta precisao, alcancada sem pardme-
tros ajustéveis, tornou-se um dos pilares experimentais da TRG. Medigoes modernas com
técnicas de radar refinaram ainda mais esses valores, confirmando continuamente a teoria
com incertezas inferiores a 0,01 arcsec/século. A resolucdo do enigma do periélio de Mer-
curio ilustra o poder preditivo da TRG e marcou um ponto de virada na fisica tedrica,

demonstrando a necessidade de uma nova compreensao da gravitacao [20, 7, 23, 22].
5.2.3 Relevancia Histoérica da Precessao do Periélio na Confirmacao da

Relatividade Geral

A resolucdo do enigma da precessdo andmala do periélio de Mercurio pela TRG trans-

cendeu a mera solucdo de um problema astronémico; ela marcou um ponto de inflexdo na
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fisica, evidenciando as limitacoes das leis de Newton e a necessidade de um novo para-
digma para a gravitacdo. Enquanto a fisica newtoniana descreve a gravidade como uma
forca que age instantaneamente entre massas num espaco euclidiano e tempo absoluto, a
TRG introduziu conceitos revolucionédrios. A gravidade emerge da geometria dindmica do
espago-tempo, descrita matematicamente através de tensores, como o tensor métrico g,
e o tensor de curvatura de Riemann, que se relacionam com a distribuicao de matéria e
energia através das equagoes de campo de Einstein, Eq.(5.4). A predicao correta do avango
do periélio surgiu como uma consequéncia direta desta formulacao, onde o movimento dos
corpos celestes é uma geodésica nesse espaco-tempo curvo. A importancia deste feito reside
também na forma como a TRG aborda as grandezas covariantes, assegurando que as leis
fisicas sejam expressas de maneira independente do sistema de coordenadas escolhido (prin-
cipio da covariancia geral). Esta caracteristica é fundamental e contrasta com a estrutura
da mecénica classica. A correcdo para a 6rbita de Mercurio ndo é uma simples correcao de
Lorentz no sentido das transformacoes da relatividade especial, que se aplicam a espacos-
tempos planos; em vez disso, € uma manifestacdo intrinseca da curvatura do espaco-tempo
perto do Sol, indo muito além das aproximagoes de campo fraco ou baixas velocidades
onde as correcoes relativisticas especiais poderiam ser consideradas. O sucesso em explicar
Mercirio, onde outras teorias falharam, demonstrou o poder da estrutura tensorial e dos
principios geométricos da TRG, impulsionando sua aceitacao e destacando a profundidade

da nova compreensdo do universo proposta por Einstein [23, 25].
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, buscou-se tornar compreensivel para alunos da graduagdo o fenémeno
da precessao da 6rbita de Mercurio, expondo conceitos e equagoes de forma, clara e didatica.
De inicio, revisaram-se as leis de Newton, a lei da gravitagdo universal e os principios de
conservacgao da energia e do momento angular. Em seguida, outro ponto enfatizado, foi a
abordagem feita sobre forga central e potencial efetivo. Logo ap6s, estudaram-se as leis de
Kepler com base no célculo diferencial integral, ao considerar érbitas estaticas e fixas. Pos-
teriormente, na mecanica newtoniana, introduziram-se fatores perturbativos ao potencial
efetivo, o que resultou na equagdo de Binet modificada, cuja solu¢do inclui contribuicoes
gravitacionais que influenciam a precessdo de Mercirio. Para explicar corretamente a dis-
crepancia entre os valores tedricos e observacionais, empregaram-se as equacoes de campo
de Einstein, as quais estabelecem a relacao entre curvatura do espaco-tempo devido & maté-
ria e & energia. Por fim, a métrica de Schwarzschild, que descreve a geometria em torno de
um corpo esfericamente simétrico, sem rotacgao e carga elétrica foi empregada para o calculo
da correcfo relativistica. Com isso, resolveu-se a discrepancia entre os valores observados e

os teoricos, confirmando-se a validade da TRG.
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Apéndice A

Lei de Transformacao de
Coordenadas no Espaco

Bidimensional

Considere os sistemas de coordenadas (x,y) e (z/,y’) ilustrados na Figura (A.1). As

#

Figura A.1: Representacdo de um plano rotacionado em torno de um eixo fixo
Fonte: Autoria propria (2025).
coordenadas (2/,y) do ponto A se relacionam com as coordenadas (x,y) pela expressao

/

x = wxcosh+ysinb (A1)

/

y = —xsinf+ ycosh. (A.2)

Reescrevendo as Egs.(A.1) e (A.2) com © = x1 e y = x, teremos

x] = w1c080+ xosind (A.3)

ry = —x1sinf+ xacosd. (A.4)
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APENDICE A. LEI DE TRANSFORMACAO DE COORDENADAS NO ESPACO

BIDIMENSIONAL

Os co-senos diretores podem ser definidos na forma
a1 =cosf  ajg =sinf a9 = —sinf  age = cosl,
substituindo os co-senos diretos nas Eqs.(A.3) e (A.4), obtemos:

/
Ty = x1a11 + T2a12

/
Ty = —x1a21 + T20a22.

A vantagem dessas notagoes é que a mesma nos permite reescrever as Egs.(A.5) e (A.6)

com o emprego do somatoério

2
’ .
T; = E i T, 1=1,2
j=1
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Apéndice B
Lei de Transformacao Vetorial

Vetores sao entidades mateméticas que possuem direcdo, sentido e obedece a equagao

de transformacao de componentes
N
V, = a5V, i=1,2,...,N. (B.1)
j=1

As componentes do vetor A no sistema de coordenadas rotacionado (z’,7’) séo

Al = Aycosf+ Aysind
A, = —Agsinf+ Ay cos,

pela defini¢do de a;; como o co-seno do angulo entre a direcao z; positiva e a direcao z;

positiva, podemos escrever (coordenadas cartesianas)

or!

(A
oxi’

aij =

portanto, a lei de transformacao vetorial assume a forma,

or!
V=V, (B.2)
aij J

comi=1,2 3, .., n
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Apéndice C

Analise Tensorial

Tensores sao importantes em muitas areas da fisica, incluindo relatividade geral e ele-
trodindmica. Escalar e vetores sdo casos especiais de tensores. Uma quantidade que nao
muda sobre rotacao do sistema de coordenadas em um espaco tridimensional, uma invari-
ante, é denominada escalar. Um escalar é especificado por um ndmero real e é um tensor
de ordem 0. Nesse sentido, uma quantidade cujas componentes mudam sob rotagdes como
as da distancia de um ponto a partir da origem escolhida, é denominada vetor. A transfor-
magcao das componestes do vetor sob uma rotacao das coordenadas preserva o vetor como
uma entidade geométrica, independentemente da estrutura de referéncia. Em um espago
tridimensional, um wvetor é especificado por 3 = 3! nimeros reais, por exemplo suas compo-
nestes cartesianas, e é um tensor de ondem 1. Um tensor de ordem n tem 3™ componestes
que se transformam de uma maneira definida. Essa filosofia de transformacao é de crucial
importancia para a analise tensorial e obedece ao conceito de vetor e de espaco vetorial
(ou linear) dos matematicos e a nocao dos fisicos de que observaveis fisicos ndo dependem
da escolha de estruturas coordenadas. Ha uma base fisica para tal filosofia: descrevemos
o mundo fisico pela matemaética, mas quaisquer previsoes fisicas que fazemos devem ser

independentes de nossas convengdes matematicas [26].

C.0.1 Componente Covariante de um Tensor

Vetores ou tensores com o indice subscrito (A;) sao denominados de covariantes. Este

tipo de componente é diretamente proporcional ao vetor de base
A = Aje + Ases, (C.1)
com
A=A e As = A -es. (C.2)
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APENDICE C. ANALISE TENSORIAL

A lei de transformacao das componentes covariantes de um vetor é dada na forma

0x;
A = 2
! ox!

)

A;.

O indice 7 € fixo enquanto j representa uma soma. Para ¢,7 = 1,2, 3, teremos

Al = gxxfl'Aj = gz;Al + gZAQ + giijAg
Aé:ZZ&:ﬁyﬁgzhﬁg@
Ag:gzjzzyﬁgZ@+Z?&
Em termos de coordenadas cilindricas
A;:gZ&:ZM+$M+$&
A@:?Z@zgm+2m+2@
AL = 22 j= ggAp+gZA9+22AZ.

C.0.2 Componente Contravariante de um Tensor

Vetores ou tensores com o indice sobrescrito (A") sdo denominados de covariantes. Este
tipo de componente é inversamente proporcional ao vetor de base. A lei de transformacao

das componentes contravariantes de um vetor é dada na forma

!

AT = oxJ

Al

O indice i é fixo enquanto j representa uma soma. Para ¢,7 = 1,2, 3, teremos

/ ozl orl’ oxl’ oz
Al = A = A A A
8£Ej J 8$1 1t 8$2 2+ 8373 3

/ or? oz? ox? 9%
A% = A; = A A A
an J 8%1 1+ 8352 2+ 8$3 3

/ oz’ oz oz 9z
al'j J 31‘1 ! + 8332 2 + 83)3 3



APENDICE C. ANALISE TENSORIAL

Em termos de coordenadas cilindricas

/ oz ox ox ox
A" = — A=A +—Ag+—A,

0z, 1 " ap " T 90 T 5z

/ oz oy y y

Yy Y9 79 7
A D, 1 = gy T gt T g4

o ox* 0z 0z 0z
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Apéndice D

Métrica de Schwarzschild

D.0.1 Mudancas de Coordenadas

A relacdo entre os sistemas de coordenadas cartesiano e esférico € expressa na forma

x = rsinfcos g,
y = rsinfsin ¢,
z = rcosf.

Diferenciando as equagoes acima obtemos as expressoes

dr = sinf cos ¢dr + rcosf cos pdf — rsin 6 sin pde
dy = sin6@sin¢dr + rcosfsin ¢pdf — rsin 6 cos pdeo
dz = cosfdr — rsinfdb,

substituindo dx, dy e dz na Eq.(5.6), temos

ds? = —dt? + (sin 0 cos ¢pdr + r cos 0 cos pdf — 7 sin 0 sin ¢de)*
+ (sin @'sin ¢dr + 7 cos O sin ¢df — r sin 0 cos pd)?
+ (cos Bdr — rsin 0d6)?

e ap6s alguma manipulagbes matemaéticas, mostramos que o quadrado da distancia infini-

tesimal é
ds® = —dt* + dr® 4 r*d6” + 1* sin® Od¢?.
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APENDICE D. METRICA DE SCHWARZSCHILD

D.0.2 Conexoes da Métrica

A conexdo da métrica T, é obtida da seguinte forma

1 Ogi | Ogrt  Ogu
It — gt rt T
tr 29 ( or + 87’ or
1 2a(r))
T2 < e2a(r) ) or
1 204 r
= 3 ( 2l > (129, a)
= Ora, (D.1)
as demais componentes sao
1
Iy = o0 I, =08 Fgre -, Mo = —re2A0)
1
I"bw = FTW = —re 2P gin2g I’H(M) = —sinfcosf
cos 0
r’ . D.2
06~ Sin @ (D-2)

D.0.3 Tensor de Riemann

Segue abaixo as componentes do tensor de Riemann para o espaco-tempo de Schwarzs-

child

Ry =0iTh9 — 0T + Ti\Tgg — TorI'sy
=I"t T}y
=70, - (—re” )
= —re 289,q,

Ry =0Tl — gty + THI0s — ThThy
_Fir T
=0, - (—re_w sin? 9)

= —re % sin? 09,
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APENDICE D. METRICA DE SCHWARZSCHILD

bro =0 Thg — 0oL + TaThp — ThaI'g
=0,Tpg + I}, gy — T'Topl7

=0,(—1e )+ (B,8)(—re ™) — (—re ()

=—e 2Py 27“*258105 — 7“672’8&5 +e %
:re_Qﬁarﬁa

bro =0rLs — 0L 7 + NIy — TG00

=0,y + Ty = TG,L7,

=0, (re 2 sin%0) + 0,8(—re 2 sin?0) — (—re 2’ sin?9) - %
= — e 2Pgin?0 + 2re?#sin? 00,8 — re P sin? 09,8 + e * sin® 0
=re 2P sin® 09,3,

0 6 6 0 A 0 A
_ 0 0 0 1oé
=0T 4 + Lo T — Lol
cosf
sin 6

=0p(—sinf cos ) + % - (re"?%sin? ) — (—sinfcos ) -
= — [cos B cos B + sinO(—sinB)] — e 2’ sin? 0 + cos? 0
= — (cos? 0 — sin? ) — e’ sin 0 + cos® 0

= —cos’ 0 +sin® 0 — e sin? 0 + cos® 0

=sin?0 — e 2’ sin?0

=sin?0(1 — e 7).
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Apéndice E
Secoes Conicas

Representacao esquematica da projecao radial e da distancia a diretriz de uma o6rbita,
Figura(E.1). A projecao radial indica a distancia instantanea do corpo ao centro de forca,
enquanto a diretriz é uma linha de referéncia utilizada para definir a excentricidade e a

forma da trajetoria. O ponto P em coordenadas polares (r, ) é dado por

reta diretriz

p d—roos(f)

A A

Figura E.1: Representacao esquematica da projecao radial e distancia & diretriz de uma orbita

Fonte: Autoria propria (2025).

|OP| = r e |Pl|=d—rcosb.

Aplicando a definicao de excentricidade

|oP|

= OP| = e¢|PL
pr=¢ = 0P = dPlL

r = e(d—rcosh) (E.1)
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APENDICE E. SECOES CONICAS

tomando o quadrado desta equacao e convertendo para coordenadas cartesianas, temos que

r? = €*(d—rcosf)?
2 +y? = e*(d—ux)?
22+t = (d® - 2dx + 2?)
2 4+1y? = 2d® —2dze® + 2%

isolando e?d?,
221 — %) + y? + 2dze? = e*d?,
dividindo esta equacdo por (1 — €?), chegamos ao resultado

2dze? y? e2d?
2 _
x+1—€2+1—62 o 1—e? (E-2)

No primeiro membro da Eq.(E.2) podemos "acrescentar um zero” de modo que

2 2dzxe? . de? \? de? \? n y? e2d?
x - = ——
1—e2 1—e2 1—e2 1—e2 1—e2’
o que permitird completar o quadrado
de2 \?2 Y2 e2d? d2et
= E.3
($+1—62> R 1—62+(1—62)2’ (E-3)

o segundo membro pode ser reescrito como segue

e2d? n d?et (1 —e?)e?d® +d%et  d*e?
1—e2  (1—e2)2 (1 —e2)? (1 —e2)?’

portanto, a Eq. (E.3) torna-se

e2d \? y? e2d?
= . EA4
<$+1—62) +1—e2 (1 —e2)? (E4)

o6



APENDICE E. SECOES CONICAS

Na Eq.(E.4), temos que e < 1 representa uma elipse da forma

—h 2 2
M _|_ % = 1’
a d
com 0s seguintes parametros,
2d2 4d2
ol = e A= b= €
(1 —e2)? (1 —e2)?
2 e?d? e e%d
1—e2 1—e2’
Isolando r na Eq. (E.1), encontramos
r = ed—recosf
r(l+ecosf) = ed
ed
= — E5
" 1+ ecosf (E-5)

a Eq. (E.5) descreve uma conica com foco na origem sendo aplicada no estudo da oérbita

de um corpo sob forca central.
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