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Prefácio

E
ste livro nasceu da fascinação compartilhada pelos autores com um dos problemas

mais intrigantes da física moderna: a precessão do periélio de Mercúrio. Mais do

que uma mera anomalia orbital, este fenômeno representa uma janela privilegiada

para compreendermos a evolução do pensamento cientí�co e a transição entre duas grandes

teorias físicas: a mecânica newtoniana e a relatividade geral.

A escolha deste tema não é casual. A órbita de Mercúrio constitui um laboratório

natural onde podemos testar os limites da física clássica e apreciar a elegância da descrição

relativística. Cada fração de arco segundo na precessão do periélio carrega consigo uma

história de questionamentos, hipóteses e, �nalmente, de compreensão profunda sobre a

natureza do espaço, tempo e gravidade.

Nossa abordagem busca equilibrar o rigor matemático com a clareza expositiva, tor-

nando acessíveis conceitos que, à primeira vista, podem parecer áridos. Partimos das bases

da mecânica clássica, revisitando as ferramentas analíticas que permitiram a Newton e seus

sucessores descreverem com precisão impressionante o movimento dos corpos celestes. Em

seguida, mostramos que mesmo essa teoria robusta encontrou seus limites quando confron-

tada com observações cada vez mais precisas.

O coração deste trabalho reside na exploração da solução de Schwarzschild para as

equações de campo de Einstein e como esta solução fornece a correção necessária para

explicar completamente a precessão observada. Através de desenvolvimento gradual e com

atenção aos detalhes físicos, esperamos conduzir o leitor por esta jornada intelectual que

culminou em uma das maiores conquistas da física teórica.

Este livro é destinado a estudantes de física, astronomia e áreas a�ns, bem como a

qualquer leitor com formação cientí�ca básica e curiosidade sobre os fundamentos da re-

latividade geral. Assumimos familiaridade com cálculo diferencial e integral e mecânica

clássica, mas fornecemos revisões dos conceitos necessários ao longo do texto.

Agradecemos aos nossos orientadores, colegas e instituição pelo apoio durante o desen-

volvimento deste trabalho. Esperamos que esta obra contribua para disseminar o apreço

pela física teórica e inspire novos estudantes a explorarem as fronteiras do conhecimento.

Os Autores
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Capítulo 1

Introdução

Desde o surgimento das primeiras civilizações, o ser humano busca entender a natureza,

inicialmente através de mitos e crenças em divindades, posteriormente por intermédio de

explicações baseadas na razão e observação. Ao observar o céu noturno, as diferentes

culturas construíram denominações aos corpos celestes conforme arcabouço cientí�co de sua

época, tais manifestações foram transmitidas ao longo do tempo para as gerações futuras

[1].

O questionamento constante sobre os fenômenos da natureza levaram ao surgimento

da ciência, em especial a física. Na dinâmica de movimentos, as leis de Newton, com

base nas leis de Kepler, descrevem com grande precisão eventos que ocorrem em baixas

velocidades. A lei da Gravitação retrata com exatidão as órbitas dos astros celestes ao

considerar a gravidade como uma força que depende das massas envolvidas. Contudo, o

planeta Mercúrio fugia das explicações dadas pela dinâmica newtoniana, onde esta não

explicava a discrepância entre os valores observacionais e teóricos [2, 3].

Em 1915, Albert Einstein publicou a famosa Teoria da Relatividade Geral (TRG), na

qual apresentou a gravidade como um efeito da deformação da geometria do espaço-tempo

devido a matéria e energia. A equação de Einstein estabelece, a partir do formalismo

tensorial, a relação de como a massa e energia deformam a geometria do espaço-tempo,

cuja solução no vácuo é conhecida como métrica de Schwarzschild. Essa métrica descreve

o campo gravitacional exterior a um corpo massivo, esférico e sem carga elétrica, com

dependência apenas da distância radial [4, 5].

Na região mais próxima a sua estrela, Mercúrio realiza um movimento que desa�a a

mecânica newtoniana ao apresentar um desvio angular pequeno em sua órbita. Tal teoria

explica que, a maior parte desse precessão é devido aos efeitos gravitacionais de outros

planetas do sistema solar, sendo os com mais in�uência, Vênus, Terra, Júpiter e, em menor

valor o Sol, que apresenta uma forma oblata decorrente da rotação em torno de seu eixo. A

teoria proposta por Einstein atribuiu uma pequena correção relativística ao considerar que

após uma volta completa a órbita não é uma elipse fechada, o que é resultado da precessão

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

causada pela geometria do espaço-tempo[6, 7].

Neste trabalho, será abordado o problema da órbita de Mercúrio seguindo duas verten-

tes fundamentais da física: Mecânica Clássica e Teoria Relatividade Geral. Inicialmente,

pelas leis de Newton e a lei da gravitação, que consideram a gravidade como uma força

central que varia inversamente com o quadrado da distância entre os corpos. Utilizando o

cálculo diferencial integral, será feito uma investigação acerca dos efeitos perturbativos gra-

vitacionais sobre a órbita do planeta. Em seguida, com base nos princípios da Relatividade

Geral, será empregada uma abordagem apoiada na métrica de Schwarzschild, que permite

uma descrição mais precisa do movimento de Mercúrio no espaço-tempo curvo.

2



Capítulo 2

Mecânica Clássica

2.1 Fundamentos da Mecânica Clássica

A mecânica clássica representa o primeiro grande arcabouço teórico da física para a

descrição do movimento dos corpos. O seu desenvolvimento compreende entre os séculos

XVI e XVIII, ela surgiu como uma necessidade de dar respostas compreensíveis aos fenôme-

nos naturais a partir de princípios racionais e métodos experimentais. O grande cientista

sistematizador do conhecimento foi Galileu Galilei, cujos os trabalhos na investigação dos

movimentos adquiriu um caráter experimental e matemático. Essa nova abordagem na

dinâmica viria a ser aprimorada por Isaac Newton no �nal do século XVII, a partir de leis

gerais do movimento e do cálculo diferencial integral.

Em seu livro Principia Mathematica, Newton publicou em 1687 as leis que regem a

dinâmica e a lei da gravitação universal, descrevendo com notável precisão movimentos de

corpos celestes e terrestres. Essa estrutura teórica, baseada em conceitos como força, massa,

espaço e tempo absoluto, persistiu por mais de dois séculos. Nesta seção, serão apresentados

os princípios que fundamentam a mecânica clássica, com ênfase nas leis de Newton e forças

em potencias centrais que servirão de base para compreensão da relatividade geral e o

entendimento da gravidade como a curvatura do espaço-tempo [8].

2.1.1 As Leis de Newton

As leis de Newton constituem a base formal da dinâmica clássica, fornecendo os prin-

cípios fundamentais que regem o movimento dos corpos sob a ação de forças. A primeira

lei, também conhecida como princípio da inércia, estabelece que um corpo permanece em

repouso ou em movimento retilíneo uniforme tende a manter seu estado, a menos que força

resultante atue sobre ele. A inércia é a resistência dos corpos em mudar seu estado de

movimento, o que está intrinsecamente relacionada à massa do corpo.

A segunda lei estabelece quantitativamente que a aceleração de um objeto é diretamente

3



CAPÍTULO 2. MECÂNICA CLÁSSICA

proporcional à força resultante que atua sobre ele e inversamente proporcional à sua massa,

seguindo a mesma direção da força. Esta lei é de�nida pela equação vetorial:

F⃗ = ma⃗,

em termos diferenciais é expressa como sendo

F⃗ =
dP⃗

dt
,

onde P⃗ é o momento linear.

A terceira lei a�rma que, para toda ação, existe uma reação de igual intensidade e

direção, porém de sentido oposto. Isso implica que, quando um corpo exerce força em

outro, este aplica uma força no primeiro, no entanto, essas forças não se anulam por serem

aplicadas em corpos distintos [9, 10, 11].

2.1.2 A Lei da Gravitação Universal

O astrônomo Cláudio Ptolomeu (100�170 d.C.) formulou o modelo geocêntrico, no qual

a Terra encontra-se no centro de todos os movimentos celestes. Este modelo atendeu às

perspectivas da época, o que fez durar por mais de mil anos. No século XVI, o astrônomo

polonês Nicolau Copérnico (1473�1543) apresentou o modelo heliocêntrico baseado em ob-

servações e cálculos matemáticos de que o Sol está no centro do sistema solar e os planetas,

incluindo a Terra, giram ao seu redor. Essa ideia representou uma ruptura com a tradição

aristotélico-ptolomaica imposta até então [12].

Posteriormente, Johannes Kepler formulou as três leis do movimento planetário (que

será visto em detalhes na proxima seção), descrevendo com precisão as órbitas elípticas dos

planetas ao redor do Sol. Contudo, foi Isaac Newton quem consolidou o entendimento das

forças que regem os corpos celestes ao formular, em 1687, a Lei da Gravitação Universal.

Segundo Newton, todos os objetos que possuem massa exercem forças de atração uns sobre os

outros, cuja intensidade é diretamente proporcional ao produto das massas e inversamente

proporcional ao quadrado da distância entre eles. Essa lei é expressa pela equação:

F⃗12 = −Gm1m2

r2
r̂, (2.1)

onde F⃗12 é a força gravitacional que o corpo 1 exerce sobre o corpo 2 de massas m1 e m2,

4



CAPÍTULO 2. MECÂNICA CLÁSSICA

respectivamente, ver Figura (2.1). O sinal negativo indica que a força é atrativa, ou seja,

tem sentido oposto ao vetor posição.

Figura 2.1: Representação da força gravitacional entre dois corpos de massas distintas

Fonte: Autoria própria (2025).

Esses corpos estão separados por uma distância r, módulo do vetor r⃗ que possui vetor

unitário r̂. E G é a constante gravitacional universal, calculada em laboratório em 1798

pelo físico inglês Henry Cavendish (1731�1810), cujo valor experimental é aproximadamente

6,674×10−11 Nm2/kg2 [9, 13]. A dependência de F⃗12 com o inverso do quadrado da distân-

cia pode ser compreendido por meio do conceito de �uxo de campo gravitacional. Suponha

uma esfera Z de raio r em torno da massa pontual M gerando um campo gravitacional ao

seu redor. O vetor campo gravitacional g⃗ gerado por essa massa é radial e aponta para a

própria massa, dado pela seguinte relação

g⃗ = −G
M

r2
r̂,

o elemento de área de Z em coordenadas esféricas é dado por

dA⃗ = r2 sin θ dθ dϕ r̂.

O �uxo de campo gravitacional através de z é dado pela integral de superfície fechada do

produto escalar g⃗ · d⃗A:

Φg =

∮
S
g⃗ · dA⃗ =

∫ 2π

0

∫ π

0

(
−G

M

r2
r̂

)
·
(
r2 sin θ dθ dϕ r̂

)
.

Sendo o produto escalar r̂ · r̂ = 1, chegaremos a expressão

Φg = −GM

∫ 2π

0

∫ π

0
sin θ dθ dϕ. (2.2)

5



CAPÍTULO 2. MECÂNICA CLÁSSICA

Resolvendo separadamente as integrais na Eq.(2.2), encontramos∫ π

0
sin θ dθ = − cos θ|π0 = − cosπ + cos 0 = 2∫ 2π

0
dϕ = 2π,

e, portanto, o �uxo torna-se

Φg = −GM · 2 · 2π = −4πGM.

O resultado mostra que o �uxo não depende do raio da esfera, apenas de grandezas constan-

tes. Para que o �uxo total permaneça invariante ao se aumentar a distância r, o módulo do

campo e, portanto, da força gravitacional precisa decrescer proporcionalmente a 1/r2. Este

formalismo matemático não apenas justi�ca a forma da Lei de Newton dada pela Eq.(2.1),

mas também, estabelece uma profunda conexão entre a geometria do espaço e gravitação

[14].

2.1.3 Conservação da Energia e do Momento Angular

Como vimos anteriormente, a lei da gravitação universal de Newton descreve uma força

de atração que varia com o inverso do quadrado da distância entre dois corpos. Essa força

é classi�cada como uma força central, pois atua sempre ao longo da linha que conecta os

centros de massa dos corpos envolvidos. Matematicamente, uma força central pode ser

expressa por

F⃗ = F r̂ ⇒ F⃗ = F
r⃗

r
, (2.3)

em que F representa a intensidade da força, que depende apenas da distância r. Essa força

é conservativa (independente da trajetória). Considerando um sistema de corpos de massas

M e m, existe uma energia potencial gravitacional associada, expressa pela equação

V (r) = −G
Mm

r
.
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CAPÍTULO 2. MECÂNICA CLÁSSICA

A energia mecânica do sistema é a soma da energia cinética, T , e da energia potencial

gravitacional

E = T + V =
1

2
mv2 −G

Mm

r
. (2.4)

Como a força gravitacional não realiza trabalho dissipativo, a energia mecânica total E

permanece constante ao longo do tempo. Além disso, outra grandeza que permanece cons-

tante é o momento angular L⃗, que em relação à origem do sistema de coordenadas é dado

por

L⃗ = r⃗ × p⃗ = r⃗ ×mv⃗. (2.5)

Derivando a Eq.(2.5) em relação ao tempo, chegaremos a expressão

dL⃗

dt
=

d

dt
(r⃗ ×mv⃗)

= m

(
dr⃗

dt
× v⃗ + r⃗ × dv⃗

dt

)
= m(v⃗ × v⃗ + r⃗ × a⃗)

= m(0 + r⃗ × a⃗)

= r⃗ ×ma⃗,

como isso, temos

dL⃗

dt
= r⃗ × F⃗ . (2.6)

Substituindo a Eq.(2.3) na Eq.(2.6), teremos

dL⃗

dt
= r⃗ × F

r⃗

r
=

F

r
(r⃗ × r⃗) = 0, (2.7)

onde esse resultado mostra que para forças centrais, F⃗ ∝ r̂,

dL⃗

dt
= 0 ⇒ L⃗ = constante. (2.8)
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CAPÍTULO 2. MECÂNICA CLÁSSICA

A conservação do momento angular implica que o vetor L⃗ mantém sua direção e magnitude

constantes durante o movimento. Assim, a conservação da energia e do momento angu-

lar não apenas simpli�ca a análise dos sistemas gravitacionais, como também fornece os

alicerces teóricos para a compreensão da dinâmica orbital de corpos celestes [15, 16].

2.1.4 Equações do Movimento em Potenciais Centrais

Um potencial central é aquele cuja intensidade depende unicamente da distância entre

duas partículas e está sempre direcionado ao longo da linha que as une. Em outras palavras,

o potencial V é função apenas do módulo da posição relativa, isto é, V = V (r), cuja a força

central correspondente é obtida da forma

F⃗ (r) = −∇V (r) = −dV

dr
r̂.

Considerando um sistema de duas partículas de massas m e M , em que M está �xa na

origem e m se move sob a in�uência de um potencial central, a equação do movimento para

m é dada pela segunda lei de Newton

m
d2r⃗

dt2
= −dV

dr
r̂. (2.9)

Como mostrado anteriormente, o momento angular L⃗ é conservado. Escolhendo o plano de

movimento como sendo o plano xy, podemos descrever o vetor posição r⃗ usando coordenadas

polares (r, θ), o que nos permite decompor a equação do movimento em componentes radiais

e angulares. A velocidade em coordenadas polares é dada por

v⃗ = r′r̂ + rθ′θ̂, (2.10)

derivando a Eq.(2.10) em relação ao tempo, obtemos a aceleração

a⃗ = (r′′ − rθ′
2
)r̂ + (rθ′′ + 2r′θ′)θ̂,

como a força é central não há componente tangencial, portanto, a equação do movimento

na direção θ̂ será

rθ′′ + 2r′θ′ = 0, (2.11)
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CAPÍTULO 2. MECÂNICA CLÁSSICA

multiplicando ambos os lados da Eq.(2.11) por mr, chegaremos

mr2θ′′ + 2mrr′θ′ = 0
d

dt
(mr2θ′) = 0

mr2θ′ = constante ⇒ mr2θ′ = L, (2.12)

onde L representa o momento angular da partícula. Da Eq.(2.9), teremos apenas a equação

radial da aceleração expressa da seguinte forma

m(r′′ − rθ′
2
) = −dV

dr
, (2.13)

na Eq.(2.12), isolando θ′ e substituindo na Eq.(2.13), obtemos a equação do movimento

radial

mr′′ = −dV

dr
+

L2

mr3
. (2.14)

A Eq.(2.14) pode ser entendida como o movimento de uma partícula em um potencial

efetivo Ve�(r), com a inclusão de uma contribuição centrífuga (L2/2mr2), que representa a

energia associada ao movimento angular, cuja a contribuição impede que a partícula colapse

para r = 0, logo,

Ve�(r) = −GMm

r
+

L2

2mr2
. (2.15)

Contudo, a equação do movimento se reduz à forma

mr′′ = −dVe�

dr
,

essa equação descreve o movimento radial da partícula como se estivesse sujeita a um

potencial escalar Ve�(r), o que permite a análise qualitativa do movimento orbital com base

nas propriedades desse potencial.

A importância dessa formulação está em transformar um problema bidimensional com

simetria central em um problema unidimensional de movimento efetivo radial, possibilitando

a análise detalhada do tipo de órbita (fechada, aberta ou seção cônica) em função da energia

e do momento angular [10, 16].
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Capítulo 3

O Problema de Kepler

3.1 O Problema de Kepler

Em 1609, o astrônomo alemão Johannes Kepler publicou sua obra Astronomia Nova,

onde apresentou as três leis do movimento planetário, que hoje levam seu nome. Os estudos

das órbitas celestes tiveram grandes contribuições do astrônomo dinamarquês Tycho Brahe,

que por sua vez coletou grandes quantidade de dados observacionais. A aquisição desses

dados permitiram a Kepler formular as três leis do movimento planetário, que veremos a

seguir [2, 15].

3.1.1 A Primeira Lei de Kepler: Órbitas Elípticas

Considere um planeta girando em torno do Sol, que está localizado em um foco, adota-

remos o sistema de coordenadas no centro do Sol. O vetor que localiza o planeta é r⃗=r⃗(t)

e os vetores velocidade e aceleração são v⃗=r⃗ ′ e a⃗=r⃗ ′′, respectivamente. De acordo com a

lei da Gravitação e a segunda lei de Newton [2, 3]

F⃗g = −GMm

r3
r⃗ r = |r⃗| (3.1)

F⃗ = ma⃗. (3.2)

Igualando as Eqs.(3.1) e (3.2) acima, chegamos a seguinte expressão

a⃗ = −GM

r3
r⃗ = −GM

r2
û,
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CAPÍTULO 3. O PROBLEMA DE KEPLER

com o vetor a⃗ paralelo a r⃗, aplicando a derivada temporal no produto vetorial r⃗×v⃗, obtemos

d

dt
(r⃗ × v⃗) = r⃗ ′ × v⃗ + r⃗ × v⃗ ′

= v⃗ × v⃗ + r⃗ × a⃗

= 0,

o produto vetorial r⃗ × v⃗ é um vetor h⃗ constante com módulo |⃗h| ̸= 0. O vetor posição r⃗ é

perpendicular a h⃗ para qualquer valor de t, ver Figura (3.1). Para demonstrar a primeira

Figura 3.1: Representação vetorial no espaço tridimensional com destaque para o momento
angular especí�co h⃗

Fonte: Autoria própria (2025).

lei de Kepler, vamos reescrever o vetor h⃗ da seguinte forma

h⃗ = r⃗ × v⃗

= r⃗ × r⃗ ′

= rû× (rû)′

= rû× (r′û+ rû′)

= rû× r′û+ rû× rû′

= r2(û× û′),

agora, considerando o produto vetorial

a⃗× h⃗ = −GM

r2
û× (r2û× û′),
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CAPÍTULO 3. O PROBLEMA DE KEPLER

temos

a⃗× h⃗ = −GMû× (û× û′), (3.3)

e utilizando a propriedade do produto vetorial triplo

a⃗× (⃗b× c⃗) = (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗,

com a⃗, b⃗ e c⃗ vetores quaisquer, mostramos que a Eq.(3.3) pode ser expressa na forma

a⃗× h⃗ = −Gm[(û · û′)û− (û · û)û′]

a⃗× h⃗ = GMû′. (3.4)

A Eq.(3.4) também pode ser obtido da seguinte forma

(v⃗ × h⃗)′ = v⃗ ′ × h⃗ = a⃗× h⃗ = GMû′, (3.5)

integrando a Eq.(3.5), chegaremos a expressão∫
(v⃗ × h⃗)′ dt = GM

∫
û′ dt

v⃗ × h⃗ = GMû+ c⃗. (3.6)

O angulo ϕ está ente c⃗ e r⃗, pois as coordenadas do planeta são (r, ϕ). O vetor h⃗ aponta

na direção z, os vetores v⃗ × h⃗ e û são perpendiculares a h⃗, portanto, o vetor constante c⃗

também pertence ao plano xy [17]. A partir da Eq.(3.6), determinamos o seguinte produto

escalar

r⃗ · (v⃗ × h⃗) = r⃗ · (GMû+ c⃗)

= GMr⃗ · û+ r⃗ · c⃗

= GMrû · û+ |r⃗||⃗c| cosϕ

= GMr + rc cosϕ

= r(GM + c cosϕ), (3.7)
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resolvendo para r na Eq.(3.7), chegaremos ao resultado

r =
r⃗ · (v⃗ × h⃗)

GM + c cosϕ

=
1

GM

r⃗ · (v⃗ × h⃗)(
1 + c

GM cosϕ
) . (3.8)

o numerador na Eq.(3.8) é um produto misto, isto é

r⃗ · (v⃗ × h⃗) = (r⃗ × v⃗) · h⃗ = h⃗ · h⃗ = h2,

portanto, temos

r =
h2

GM

1 + c

GM cos(ϕ)
, (3.9)

e considerando as seguintes de�nições

e = c/GM =⇒ 1/GM = e/c, (3.10)

a Eq.(3.9) toma a seguinte forma

r =
ed

1 + e cos(ϕ)
, (3.11)

com

d =
h2

c
.

A Eq.(3.11) é uma equação polar para uma seção cônica com foco na origem. Sabemos que

a trajetória de um planeta é fechada, portanto, com excentricidade e < 1, o que determina

uma cônica elíptica. Os pontos extremos da orbita do planeta são denominados de periélio

e afélio, conforme a Figura (3.2).
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Figura 3.2: Representação de uma órbita elíptica em torno de um foco, conforme previsto pela
primeira lei de Kepler. O corpo em movimento percorre a elipse sob in�uência de uma

força central atrativa, com o foco ocupando a posição da fonte dessa força.

Fonte: Autoria própria (2025).

3.1.2 A Segunda Lei de Kepler: Áreas Iguais em Tempos Iguais

Experimentos mostram que a energia, momento linear e momento angular se conservam.

Pela conservação do momento angular, temos

dL⃗

dt
= 0,

não sofre variação no tempo, este em coordenadas cilíndricas é dado por

L⃗ = mρ2φ′ẑ.

Considerando a equação do comprimento de um arco, l = ρφ, onde ρ é o raio da circun-

ferência e φ o ângulo central, temos que para um deslocamento angular in�nitesimal dφ

corresponde um elemento de arco

dl = ρ dφ.

O elemento de área dA varrido pelo vetor raio é então dado por

dA =
1

2
ρ dl =

1

2
ρ(ρ dφ) =

1

2
ρ2dφ,
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a área total correspondente a um dado deslocamento é expressa pela integral

A =

∫
dA =

∫
ρdl

2
=

∫
ρ(ρdφ)

2
=

1

2

∫
ρ2φ′ dt =

|L⃗|
2m

∫
dt,

portanto, para uma revolução, teremos

A =
|L⃗|T
2m

,

comprovando que a lei das áreas mostra a relação direta entre a área descrita pelo movimento

de um planeta e o momento angular [16].

3.1.3 A Terceira Lei de Kepler: Relação entre Período e Raio Médio

A força gravitacional sentida por um planeta que orbita o Sol é da forma centrípeta.

Sendo assim, teremos, F⃗g = F⃗cp, cujos módulos são

GMm

r2
= m

v2

r
,

isolando a velocidade nesta equação, chegamos a expressão

v2 =
GM

r
, (3.12)

para um volta completa em torno do Sol, teremos

v =
2πr

T
, (3.13)

substituindo a Eq.(3.13) na Eq.(3.12), obtemos

4π2r2

T 2
=

GM

r
⇒ 4π2r3 = GMT 2,

a partir desse resultado, a terceira lei de Kepler assume a forma

T 2

r3
=

4π2

GM
= constante,
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com esta relação sendo aplicada a todos os corpos celestes que descrevem órbitas elípticas

[3].
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Capítulo 4

Movimento Planetário

4.1 Perturbações no Movimento Planetário

A mecânica newtoniana, com base na lei da Gravitação Universal, garante uma poderosa

descrição do movimento dos corpos celestes. As órbitas planetárias em torno de uma estrela

perfeitamente esférica são previstas pela teoria como elipses �xas, de acordo com as leis de

Kepler. No entanto, o sistema solar real é dinâmico e caótico, com múltiplas interações

gravitacionais. Essas perturbações produzem efeito sutis que no entanto, fazem com que as

órbitas planetárias se desviem das elipses keplerianas perfeitas e estáticas [18].

4.1.1 O Vetor de Laplace-Runge-Lenz

As órbitas dos planetas são governadas por forças conservativas, ou seja, que não de-

pendem da trajetória. Portanto, o momento angular, L, e a energia, E, são conservados.

No contexto de forças centrais a segunda lei de Newton pode ser escrita como

P⃗ ′ = f(r)
r⃗

r
.

O produto vetorial da derivada temporal do momento linear P⃗ ′ com o momento angular L⃗,

toma a forma

P⃗ ′ × L⃗ = f(r)
r⃗

r
× (r⃗ × P⃗ ′)

= f(r)

[
r⃗

r
× (r⃗ ×mr⃗ ′)

]
= mf(r)

[
r⃗

r
× (r⃗ × r⃗ ′)

]
, (4.1)
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implementando o produto vetorial triplo na Eq.(4.1)

a⃗× (⃗b× c⃗) = (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗,

com

a⃗ =
r⃗

r
b⃗ = r⃗ e c⃗ = r⃗ ′,

temos

P⃗ ′ × L⃗ = mf(r)

[(
r⃗

r
· r⃗ ′
)
r⃗ −

(
r⃗

r
· r⃗
)
r⃗ ′
]

= m
f(r)

r

[(
r⃗ · r⃗ ′) r⃗ − (r⃗ · r⃗) r⃗ ′] . (4.2)

Dada a seguinte relação

r⃗ · r⃗ ′ =
1

2

d

dt
(r · r) = rr′, (4.3)

e substituindo a Eq.(4.3) na Eq.(4.2), obtemos

P⃗ ′ × L⃗ = m
f(r)

r

[(
rr′
)
r⃗ −

(
r2
)
r⃗ ′]

= mf(r)
[
r′r⃗ − rr⃗ ′]

= −mf(r)r2
(
r⃗ ′

r
− r′r⃗

r2

)
ou

d

dt
(P⃗ × L⃗) = −mf(r)r2

d

dt

(
r⃗

r

)
. (4.4)

Dentro do âmbito de forças centrais, a força proporcional ao inverso do quadrado da dis-

tância tem grande relevância física, a qual adotaremos em nossa análise. Na Eq.(4.4)

substituindo f(r) = − k
r2
, chegamos a expressão

d

dt
(P⃗ × L⃗) = −m

(
− k

r2

)
r2

d

dt

(
r⃗

r

)
= mk

d

dt

(
r⃗

r

)
, (4.5)
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integrando a Eq.(4.5), determina-se

P⃗ × L⃗ = mk
r⃗

r
+ A⃗,

com k = GMm e A⃗ denominado de vetor de Laplace-Runge-Lenz, ver Figura (4.1).

Figura 4.1: Representação do vetor de Laplace-Runge-Lenz no plano da órbita. Esse vetor aponta
na direção do periélio e permanece constante em sistemas keplerianos ideais (sem

perturbações), re�etindo a simetria do potencial 1/r e a conservação da
excentricidade.

Fonte: Autoria própria (2025).

Portanto, o vetor A⃗ é uma constante de movimento no problema de Kepler não pertur-

bado, isto é, para orbitas �xas e estáticas. No caso em que existe perturbação, a taxa de

rotação desse vetor será a velocidade de precessão da órbita [19, 16, 20].

4.1.2 Contribuições Newtonianas para a Precessão do Periélio de Mer-

cúrio

Um dos efeitos mais notáveis resultantes dessas perturbações é a precessão do periélio,

que consiste no avanço gradual do ponto mais próximo de sua estrela. O planeta Mercúrio

por ser mais próximo ao Sol, é fortemente in�uenciado pelo campo gravitacional do mesmo

e pelas perturbações dos outros planetas, o que implica numa precessão signi�cativa em sua

órbita. Nesta seção iremos analisar o desvio do periélio de Mercúrio a partir da mecânica

clássica de Newton.
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A Equação de Binet

Para obtermos uma equação da trajetória r = r(θ), é conveniente fazer a mudança de

variável

u = u(θ) ⇒ u =
1

r
.

A partir da Eq.(2.12), referente a conservação do momento angular, podemos expressar θ′

na forma

θ′ =
L

mr2
=

Lu2

m
. (4.6)

A derivada temporal da posição r′, é dada pela regra da cadeia

r′ =
dr

dt
=

dr

dθ

dθ

dt
=

d

dθ

(
1

u

)
θ′ = − 1

u2

du

dθ
θ′, (4.7)

substituindo a Eq.(4.6) na Eq.(4.7), obtemos a expressão:

r′ =

(
− 1

u2

du

dθ

)(
Lu2

m

)
= − L

m

du

dθ
, (4.8)

derivando a Eq.(4.8), temos

r′′ =
dr′

dt
=

dr′

dθ

dθ

dt
⇒ r′′ =

d

dθ

(
− L

m

du

dθ

)(
Lu2

m

)
= −Ld2u

mdθ2
Lu2

m

= −L2u2

m2

d2u

dθ2
. (4.9)

A componente radial da segunda lei de Newton é dada pela equação

Fr = m(r′′ − rθ′
2
), (4.10)

com isso, a força gravitacional em termos de u assume a forma

Fr(u) = −GMmu2, (4.11)
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igualando as Eqs.(4.10) e (4.11), encontramos

m(r′′ − rθ′
2
) = −GMmu2, (4.12)

substituindo na Eq.(4.12) as Eqs.(4.6) e (4.9), e considerando a mudança de variável (r =

1/u), obtemos

m

[
−L2u2

m2

d2u

dθ2
− 1

u

(
Lu2

m

)2
]
= −GMmu2, (4.13)

após algumas simpli�cações, mostra-se que

−L2u2

m

d2u

dθ2
− L2u3

m
= −GMmu2, (4.14)

agora, dividindo ambos os membros da Eq.(4.14) por−L2u2/m e assumindo u ̸= 0, obtemos

d2u

dθ2
+ u =

GMm2

L2
. (4.15)

Esta é a equação de Binet para o potencial gravitacional newtoniano que descreve o movi-

mento de uma partícula sob ação de uma força central, como a força gravitacional, no qual

a trajetória é uma cônica.

Solução da Equação de Binet (Órbita Não Perturbada)

A solução geral da Eq.(4.15) é dada por

u(θ) =
GMm2

L2
+A cos(θ − θ0),

onde A e θ0 são constantes de integração [21]. Esta solução é comumente escrita na forma

u(θ) =
GMm2

L2
[1 + e cos(θ − θ0)] , (4.16)

onde a excentricidade orbital é expressada pela relação

e =
AL2

GMm2
,
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com 0 ≤ e < 1 e θ0 sendo uma constante de fase que determina a orientação da elípse no

plano orbital. No periélio temos a seguinte condição sendo satisfeita

cos(θ − θ0) = 1 =⇒ θ = θ0,

reescrevendo a Eq.(4.16) em termos de r = 1/u, mostra-se que

r(θ) =
L2/(GMm2)

1 + e cos(θ − θ0)
=

p

1 + e cos(θ − θ0)
, (4.17)

onde p é um parâmetro geométrico da cônica associado à distância do foco a borda, sendo

perpendicular ao eixo maior e dado pela expressão

p =
L2

GMm2
.

A Eq.(4.17) descreve uma trajetória perfeita e estática [20]. No sistema físico real, a órbita

de Mercúrio não é uma elipse perfeitamente fechada e imóvel. O periélio de Mercúrio

denota uma pequena precessão, uma mudança gradual na orientação da elipse ao longo do

tempo. O fato é que o potencial gravitacional efetivo de Mercúrio é afetado por diversos

fatores perturbativos que modi�cam a forma do potencial, produzindo a precessão. O

principal fator que provoca tal mudança é a interação gravitacional de outros planetas.

Sobre Mercúrio, além da intensa força do Sol, os demais corpos do sistema solar, em especial

Vênus, Terra e Júpiter (devido a sua grande massa), in�uenciam gravitacionalmente em

maior escala a órbita de Mercúrio.

Potencial Efetivo com Perturbações

O potencial efetivo gravitacional, Eq.(2.15), pode ser incrementado com um termo de

perturbação Vpert(r), com isso, temos a seguinte expressão

Ve�(r) = −GMm

r
+

L2

2mr2
+ Vpert(r). (4.18)

O termo L2/2mr2 é a energia potencial associada ao movimento angular e impede que

o planeta descreva uma trajetória radial direto para a fonte gravitacional. O potencial
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perturbado pode ser aproximado da seguinte forma

Vpert(r) = − β

r3
, (4.19)

onde β é uma constante positiva que quanti�ca a intensidade da perturbação. Substituindo

a Eq.(4.19) na Eq.(4.18), temos

Ve�(r) = −GMm

r
+

L2

2mr2
− β

r3
, (4.20)

cujo comportamento é ilustrado na Figura (4.2).
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Figura 4.2: Potencial efetivo Ve�(r) em função da distância radial r

Fonte: Autoria própria (2025).

É notório através do grá�co o quão rápido o Ve�(r) cresce quando o r aumenta. A

introdução de um potencial perturbativo modi�ca a força radial e como consequência, a

equação de Binet. Ao considerarmos uma força perturbativa efetiva Fpert(r) que, após as

devidas manipulações e aproximações comuns em mecânica celeste (como a média sobre

uma órbita ou a consideração de pequenas correções), leva a uma modi�cação linear na

equação de Binet, que assume a forma

d2u

dθ2
+

(
1− 2mβe�

L2

)
u =

GMm2

L2
. (4.21)

Aqui, βe� é uma constante efetiva que engloba os efeitos da perturbação. A derivação exata

desta forma linear a partir de um Vpert(r) = −β/r3 (que naturalmente levaria a um termo

não linear ∝ u2) envolve etapas de linearização ou métodos de perturbação mais avançados.

Tendo em vista o objetivo desta seção, podemos considerar a forma linear acima como uma
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aproximação válida para perturbações fracas com 2mβe�/L
2 << 1.

Solução da Equação de Binet Modi�cada

A Eq.(4.21) é uma equação diferencial linear de segunda ordem com coe�cientes cons-

tantes. Seja k20 = 1− 2mβe�/L
2, obtemos a seguinte equação de Binet

d2u

dθ2
+ k20u =

GMm2

L2
. (4.22)

A solução geral da Eq.(4.22) é da forma

u(θ) =
GMm2

L2k20
+A′ cos(k0θ − θ′0),

onde A′ = eGMm2/L2k20. Evidenciando o termo GMm2/L2k20, obtemos

u(θ) =
GMm2

L2k20
[1 + e cos(k0θ − θ0)], (4.23)

substituindo na Eq.(4.23) o valor de k0, chegaremos a seguinte solução

u(θ) =
GMm2

L2(1− 2mβe�
L2 )

[
1 + e cos

(√
1− 2mβe�

L2
θ − θ0

)]
,

onde e é a excentricidade e θ0 é a constante de fase. Para pequenas perturbações, isto é,

2mβe�
L2

≪ 1, (4.24)

temos que

1

1− 2mβe�
L2

∼ 1,

logo, a solução tem a forma

u(θ) ≈ GMm2

L2

[
1 + e cos

(√
1− 2mβe�

L2
θ − θ0

)]
. (4.25)
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A Eq.(4.25), quando comparada com a Eq.(4.15), apresenta uma diferença em relação ao

argumento do cosseno que passou a ser k0θ−θ0, isso se deve ao fato dos efeitos perturbativos

na equação de Binet.

Cálculo do Avanço do Periélio de Mercúrio
Na Eq.(4.25), a frequência angular efetiva da oscilação radial é

k0 =

√
1− 2mβe�

L2
.

Como a perturbação é pequena, Eq.(4.24), podemos expandir k0 usando a aproximação

binomial da forma

√
1− x ≈ 1− x

2
,

para x pequeno. Essa aproximação modi�ca k0 da seguinte forma

k0 =

√
1− 2mβe�

L2
≈ 1− 1

2

(
2mβe�
L2

)
= 1− mβe�

L2
.

O periélio ocorre quando o argumento do cosseno na Eq.(4.25) é um múltiplo de 2π, ou seja,

2nπ, onde n é um inteiro. Uma revolução completa, no sentido de u(θ) retornar ao mesmo

valor com a mesma derivada (por exemplo, de um periélio ao próximo), ocorre quando kθ

varia de 2π. Portanto, o ângulo θrev para uma órbita radial completa é

kθrev = 2π =⇒ θrev =
2π

k
,

com k = 1 (sem perturbação), então θrev = 2π, e a órbita é uma elipse fechada. No entanto,

com k ̸= 1, θrev será diferente de 2π. A precessão do periélio após uma revolução, ∆θ, é a

diferença entre θrev e 2π:

∆θ = θrev − 2π =
2π

k
− 2π = 2π

(
1

k
− 1

)
, (4.26)

onde 1/k0 é

1

k0
≈ 1

1− mβe�
L2

, (4.27)
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implementando a aproximação binomial na Eq.(4.27), temos

1

(1− x)
≈ 1 + x,

chega-se à expressão

1

k
≈ 1 +

mβe�
L2

, (4.28)

substituindo a Eq.(4.28) na Eq.(4.26), temos

∆θ ≈ 2π

[(
1 +

mβe�
L2

)
− 1

]
≈ 2π

mβe�
L2

. (4.29)

A Eq.(4.29) mostra que a perturbação introduzida na equação de Binet modi�cada induz

uma precessão secular (isto é, um avanço lento e contínuo) no periélio da órbita. A direção

da precessão (avanço ou retrocesso) depende do sinal de βe�. Se βe� > 0, como assumido

para o Vpert = −β/r3, então k0 < 1, 1/k0 > 1, e ∆θ > 0, o que signi�ca um avanço

do periélio. A partir deste formalismo pode-se calcular a taxa de precessão do periélio de

Mercúrio devido a várias perturbações newtonianas, uma vez que a constante βe� apropriada

para cada efeito seja determinada [10, 22, 19].
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Capítulo 5

Teoria da Relatividade Geral

5.1 Fundamentos da Relatividade Geral e Aplicações ao Mo-

vimento Planetário

A Mecânica Clássica, embora bem-sucedida em descrever uma vasta gama de fenômenos

gravitacionais, encontra limitações em regimes de campos gravitacionais muito intensos ou

quando velocidades próximas à da luz estão envolvidas. Notavelmente, a precessão anô-

mala do periélio de Mercúrio não pôde ser completamente explicada pela teoria newtoniana,

mesmo considerando as perturbações de outros planetas. A Teoria da Relatividade Geral

(TRG), proposta por Albert Einstein, oferece uma nova descrição da gravitação, não como

uma força, mas como uma manifestação da curvatura do espaço-tempo causada pela pre-

sença de massa e energia. Esta seção introduzirá os princípios fundamentais da TRG e a

solução de Schwarzschild, que é crucial para entender o movimento planetário em campos

gravitacionais fortes e, subsequentemente, explicar a precessão do periélio de Mercúrio.

5.1.1 Postulados da Relatividade Geral

A TRG é fundamentada nos seguintes postulados fundamentais:

O Princípio da Equivalência: a�rma que não há experimento local que possa distinguir

entre os efeitos de um campo gravitacional uniforme e de um referencial com aceleração

constante. Com isso, vale a equivalência entre massa inercial e gravitacional. Um efeito

direto é que a luz deve ser desviada por campos gravitacionais.

O Princípio da Covariância Geral: as leis da física devem ser as mesmas em qualquer

sistema de coordenadas, desse modo, as grandezas físicas por natureza são covariantes. Isso

implica que, as componentes tensoriais covariantes se transformam de maneira especí�ca

sob mudanças de coordenadas, ver Apêndice (C.0.1).

A Curvatura do Espaço-Tempo: a presença de massa e energia curva o espaço-tempo.

Inversamente, a curvatura do espaço-tempo dita como a matéria e a energia se movem. A
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gravitação é, portanto, um efeito geométrico da curvatura do espaço-tempo.

Esses postulados propostos por Einstein dão sustentação teórica a TRG e a formulação

matemática tensorial [23].

5.1.2 Curvatura do Espaço-Tempo e Órbitas Planetárias

Na TRG, as partículas livres movem-se ao longo de geodésicas no espaço-tempo curvo.

Uma geodésica é o caminho de menor energia em um espaço curvo, análogo a uma linha

reta no espaço Euclidiano. A equação que descreve uma geodésica de uma partícula em um

campo gravitacional é da forma:

d2xµ

dτ2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0, (5.1)

onde xµ(τ) são as coordenadas da partícula parametrizadas pelo tempo próprio τ (para

partículas massivas). Os termos Γµ
αβ são os símbolos de Christo�el (ou conexões da métrica),

que são derivados das componentes do tensor métrico gµν e suas derivadas parciais. As

conexões da métrica estabelecem como vetores de base mudam ponto a ponto no espaço-

tempo curvo. Esses símbolos são expressos na forma

Γµ
αβ =

1

2
gµρ

(
∂gαρ
∂xβ

+
∂gβρ
∂xα

− ∂gαβ
∂xρ

)
, (5.2)

com µ, α, β, ρ = 0, 1, 2, 3 = t, r, θ, ϕ. As componestes não nulas da conexão da métrica

constam no Apêndice (D.0.2). O tensor métrico gµν é fundamental, pois de�ne a estrutura

geométrica do espaço-tempo, logo, de�ne como distância e intervalo de tempo são medidos.

O quadrado do intervalo in�nitesimal, ds, entre dois eventos no espaço-tempo é dado por

ds2 = gµνdx
µdxν , (5.3)

com a forma especí�ca de gµν sendo determinada pela distribuição de massa e energia

[7, 23].
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5.1.3 Equações de Einstein para Campos Estáticos Esfericamente Simé-

tricos

A relação entre a curvatura do espaço-tempo e a distribuição de massa e energia é dada

pelas equações de campo de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν , (5.4)

onde o tensor de Ricci Rµν , juntamente com o escalar de Ricci R, são responsáveis pela

informação acerca da curvatura do espaço-tempo. O tensor métrico gµν é o objeto principal

a ser determinado, pois é através dele que obtemos informações sobre como as distâncias

são medidas ao longo do espaço-tempo. E por �m, temos a constante gravitacional new-

toniana, G, a velocidade da luz no vácuo, c e o tensor energia-momento Tµν , que nos diz

como o conteúdo de energia, matéria e momento estão distribuídos. Basicamente, essa

equação informa que a presença de massa e energia afeta a geometria do espaço-tempo, e

a geometria afeta a maneira como a massa ou energia devem se comportar. Essa equação

é de extrema importância para a física teórica, pois nos fornece uma descrição matemática

precisa do comportamento da gravitação, permitindo que sejam feitas previsões sobre fe-

nômenos astrofísicos, como órbitas planetárias, lentes gravitacionais, buracos negros entre

outros [7].

A Eq.(5.4) é um sistema de dez equações diferenciais parciais não lineares acopladas

para as componentes do tensor métrico gµν . Encontrar soluções exatas para essas equações

é geralmente muito difícil. Para campos estáticos e esfericamente simétricos no vácuo

(ou seja, fora de uma distribuição de massa esférica e não rotativa), o tensor de energia-

momento Tµν é nulo. Nesse caso, as equações de campo de Einstein se simpli�cam para a

forma Rµν = 0; a solução desta equação nas condições especi�cadas é conhecida como a

métrica de Schwarzschild.

5.1.4 A Solução de Schwarzschild e suas Implicações

A geometria do espaço-tempo ao redor de corpos celestes massivos, como o Sol, pode ser

descrita por uma solução exata das equações de campo de Einstein conhecida como solução

de Schwarzschild. Essa métrica é fundamental na relatividade geral, pois representa a única

solução esfericamente simétrica no vácuo, sendo essencial para o estudo de buracos negros,

movimento de planetas e desvio gravitacional da luz.
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O espaço Euclidiano tridimensional, com métrica dada por

ds2 = dx2 + dy2 + dz2, (5.5)

apresenta as simetrias de uma esfera S2 (2-esfera), representadas pelo grupo ortogonal

especial SO(3). Essas simetrias são caracterizadas pelos vetores de Killing A, B e C,

escritos na forma

A = z
∂

∂y
− y

∂

∂z

B = x
∂

∂z
− z

∂

∂x

C = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
.

Em geral, uma variedade esfericamente simétrica apresenta esses mesmos campos vetoriais.

Isto acontece porque o espaço Euclidiano tridimensional e a variedade esfericamente simé-

trica compartilham o mesmo conjunto de vetores de Killing, pois a estrutura do conjunto

de transformações de simetria é dada pelas relações de comutação

[A,B] = C [C,A] = B [B,C] = A.

Na demonstração analítica da solução de Schwarzschild, inicialmente, devemos considerar

o espaço-tempo plano descrito pela métrica de Minkowski [?]. Esta métrica apresenta as

mesmas simetrias da 2-esfera e possui a seguinte forma

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (5.6)

sendo a base para comparações com soluções mais complexas, como a métrica de Schwarzs-

child; permitindo analisar os efeitos da gravidade na estrutura do espaço-tempo. A Eq.(5.6)

está expressa nas coordenadas cartesianas (t, x, y, z). Para uma descrição mais adequada

a sistemas com simetria esférica é conveniente reescrevê-la em coordenadas (t, r, θ, ϕ), ver

Apêndice (D.0.1)

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2. (5.7)

Uma vez que estamos interessados na solução para o exterior de um corpo esférico, devemos
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considerar as equações de campo de Einstein no vácuo, ou seja, com Rµν = 0. A métrica

procurada deve satisfazer duas condições importantes. Primeiramente, a solução deve ser

estática, o que implica que não devem existir termos cruzados na métrica e que os com-

ponentes da métrica não podem depender da coordenada temporal. Em segundo lugar, a

solução deve apresentar simetria esférica. Essa exigência é implementada considerando a

métrica de Minkowski, cuja parte espacial é expressada da forma

r2dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2. (5.8)

Para que essa forma esférica seja preservada, o termo dϕ2 deve vir acompanhado de um

fator sin2 θ multiplicado pelo coe�ciente d termo dθ2. Além disso, os demais coe�cientes

da métrica podem ser funções da coordenada radial r, já que se assume que o sistema é

esfericamente simétrico e estático. Sendo assim, reescrevemos a Eq.(5.7) na forma

ds2 = −e2α(r)dt2 + e2β(r)dr2 + e2γ(r)r2dΩ2, (5.9)

onde de�nimos, dΩ2 = dθ2+sin2 θ dϕ2. Na Eq.(5.9), observa-se que a assinatura da métrica

permanece inalterada mesmo com a introdução de funções exponenciais nos coe�cientes.

Contudo, para simpli�car a forma da métrica, é conveniente eliminar a dependência expo-

nencial. Para isso, realizamos uma mudança de coordenadas radiais, de�nindo uma nova

coordenada r̄, dada por

r̄ = eγ(r)r. (5.10)

Essa mudança de coordenadas tem como objetivo absorver a função γ(r) na coordenada

radial r̄, de modo que os termos angulares da métrica assumam a forma padrão r̄2dΩ2,

preservando explicitamente a simetria esférica. Derivando a Eq.(5.10) em relação a r,

obtemos a expressão diferencial para dr̄

dr̄ = eγ(r)
(
1 + r

dγ

dr

)
dr, (5.11)

elevando ambos os lados da Eq.(5.11) ao quadrado e isolando o termo dr2, podemos rees-

crever o elemento diferencial como
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dr2 = e−2γ(r)

(
1 + r

dγ

dr

)−2

dr̄2,

substituindo essa relação na métrica original, obtemos a métrica nas coordenadas (t, r̄, θ, ϕ)

ds2 = −e2α(r)dt2 + e2β(r)e−2γ(r)

(
1 + r

dγ

dr

)−2

dr̄2 + r̄2dΩ2

= −e2α(r)dt2 + e2β(r)−2γ(r)

(
1 + r

dγ

dr

)−2

dr̄2 + r̄2dΩ2. (5.12)

Podemos agora considerar o caso particular em que a função γ(r) → 0, nesse limite, as

coordenadas retornam às suas formas originais

r̄ → r

e2β(r)−2γ(r)

(
1 + r

dγ

dr

)−2

→ e2β(r),

portanto, a Eq.(5.12) retorna à forma da métrica nas coordenadas padrão (t, r, θ, ϕ)

ds2 = −e2α(r)dt2 + e2β(r)dr2 + r2dΩ2. (5.13)

Essa forma evidencia a simetria esférica e estática da solução buscada para o campo gravita-

cional no vácuo, exterior a uma distribuição esférica de massa. As componentes covariantes

da métrica dada pela Eq.(5.13) são expressas por

gµν =


gtt gtr gtθ gtϕ

grt grr grθ grϕ

gθt gθr gθθ gθϕ

gϕt gϕr gϕθ gϕϕ

 =


−e2α(r) 0 0 0

0 e2β(r) 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

 , (5.14)

enquanto isso, as componentes contravariantes são

gµν =


gtt gtr gtθ gtϕ

grt grr grθ grϕ

gθt gθr gθθ gθϕ

gϕt gϕr gϕθ gϕϕ

 =


− 1

e2α(r) 0 0 0

0 1
e2β(r)

0 0

0 0 1
r2

0

0 0 0 1
r2 sin2 θ

 . (5.15)
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A geometria do espaço-tempo é totalmente caracterizada pelo tensor de Riemann. Este

tensor tem a seguinte forma

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + Γρ

µλΓ
λ
νσ − Γρ

νλΓ
λ
µσ. (5.16)

Usando as componentes não nulas da conexão, determinamos a componente deste tensor

Rt
rtr = ∂tΓ

t
rr − ∂rΓ

t
tr + Γt

tλΓ
λ
rr − Γt

rλΓ
λ
tr

= −∂rΓ
t
tr + Γt

trΓ
r
rr − Γt

rtΓ
t
tr

= −∂r(∂rα) + ∂rα∂rβ − ∂rα∂rα

= ∂rα∂rβ − ∂2
rα− (∂rα)

2,

com as demais componentes dadas por

Rt
θtθ = −re−2β∂rα

Rt
ϕtϕ = −re−2β sin2 θ∂rα

Rr
θrθ = re−2β∂rβ

Rr
ϕrϕ = re−2β sin2 θ∂rβ

Rθ
ϕθϕ = sin2 θ(1− e−2β).

Contraindo o tensor de Riemann, obtemos o tensor de Ricci

R µν = Rρ
µρν = ∂ρΓ

ρ
νµ − ∂νΓ

ρ
ρµ + Γρ

ρλΓ
λ
νµ − Γρ

νλΓ
λ
ρµ, (5.17)

com µ, ν = t, r, θ, ϕ. As componentes do tensor de Ricci são

R tt = e2(α−β)

[
∂2
rα+ ∂rα∂rβ − (∂rα)

2 +
2

r
∂rα

]
R rr = −∂2

rα− (∂rα)
2 + ∂rα∂rβ +

2

r
∂rβ

Rθθ = e−2β[r(∂rβ − ∂rα)− 1] + 1

Rϕϕ = sin2 θRθθ.
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A curvatura escalar de Ricci é obtida calculando o traço

R = gµνR µν = Rµ
µ = Rt

t +Rr
r +Rθ

θ +Rϕ
ϕ, (5.18)

com

Rt
t = −e−2β

[
∂2
rα+ (∂rα)

2 − ∂rα∂rβ +
2

r
∂rα

]
Rr

r = e−2β

[
−∂2

rα− (∂rα)
2 + ∂rα∂rβ +

2

r
∂rβ

]
Rθ

θ =
1

r2

(
e−2β [r (∂rβ − ∂rα)− 1] + 1

)
Rϕ

ϕ =
1

r2 sin2 θ

[
sin2 θ

(
re−2β∂rβ − re−2β∂rα− e−2β + 1

)]
,

fazendo as devidas substituições, temos

R =

[
−e−2β

(
∂2
rα+ (∂rα)

2 − ∂rα∂rβ +
2

r
∂rα

)]
+

[
e−2β

(
−∂2

rα− (∂rα)
2 + ∂rα∂rβ +

2

r
∂rβ

)]
+

[
e−2β

r
∂rβ − e−2β

r
∂rα− e−2β

r
+

1

r2

]
+

[
e−2β

r
∂rβ − e−2β

r
∂rα− e−2β

r2
+

1

r2

]
R = −2e−2β

[
∂2
rα+ (∂rα)

2 − ∂rα∂rβ +
2

r
(∂rα− ∂rβ) +

1

r2

(
1− e−2β

)]
.

A relação entre as funções α(r) e β(r) presentes nas exponenciais que estão multiplicando

os coe�cientes da métrica, Eq.(5.13), é obtida fazendo Rtt = 0 e Rrr = 0, isto é

Rtt = e2(α−β)

[
∂2
rα+ (∂rα)

2 − ∂rα∂rβ +
2

r
∂rα

]
= 0 (5.19)

Rrr = −∂2
rα− (∂rα)

2 + ∂rα∂rβ +
2

r
∂rβ = 0. (5.20)

Das Eqs.(5.19) e (5.20), escrevemos o sistema
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∂2
rα+ (∂rα)

2 − ∂rα∂rβ +
2

r
∂rα = Rtte

2(α−β)

−∂2
rα− (∂rα)

2 + ∂rα∂rβ +
2

r
∂rβ = Rrr,

e a seguinte relação é obtida

2

r
(∂rα+ ∂rβ) = 0. (5.21)

Integrando a Eq.(5.21), obtemos∫
∂rα(r)dr = −

∫
∂rβ(r)dr

α(r) = −β(r) + c, (5.22)

onde c é uma constante de integração. Agora, fazendo Rθθ = 0, temos

e−2β[r(∂rβ − ∂rα)− 1] + 1 = 0, (5.23)

escrevendo a Eq.(5.23) na forma

∂r
(
re2α

)
= 1, (5.24)

e integrando ambos os membros, chegamos à seguinte expressão para e2α∫
∂r
(
re2α

)
dr =

∫
dr

re2α + c1 = r + c2

re2α = r + c2 − c1

e2α = 1− Rs

r
,

onde c2 − c1 ≡ Rs. Substituindo e2α na métrica, Eq.(5.13), obtemos

ds2 = −e2α(r)dt2 + e2β(r)dr2 + r2dΩ2

ds2 = −e2α(r)dt2 + e−2α(r)dr2 + r2dΩ2
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ds2 = −e2α(r)dt2 + (e2α(r))−1dr2 + r2dΩ2

ds2 = −
(
1− Rs

r

)
dt2 +

(
1− Rs

r

)−1

dr2 + r2dΩ2,

no limite de campo fraco da teoria newtoniana Rs → 2GM , portanto,

ds2 = −
(
1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (5.25)

A métrica dada pela Eq.(5.25) é chamada de solução de Schwarzschild e descreve a geometria

do espaço-tempo em torno de um objeto estático e esfericamente simétrico. A constante

Rs = 2GM e denominada de raio de schwarzschild [7, 24, 23, 22].

5.2 A Correção Relativística da Órbita de Mercúrio

O surgimento das leis de Newton representou um marco na ciência, permitindo impor-

tantes descobertas e previsões. A aplicação da lei da gravitação universal à astronomia

foi fundamental para descrever as órbitas dos corpos celestes e possibilitou até mesmo a

descoberta de novos planetas. No entanto, observações mais precisas da órbita de Mercúrio,

o planeta mais próximo do Sol, revelaram uma discrepância em relação ao que era previsto

pelas equações de Newton. Especi�camente, o eixo maior da órbita elíptica de Mercúrio

apresenta um avanço de segundos de arco por século (∆ϕ ∼ 43”), um fenômeno conhecido

como precessão do periélio. Esse desvio foi identi�cado pelo astrônomo francês Urbain Jean

Joseph Le Verrier em 1859, que analisou detalhadamente as perturbações no movimento do

planeta [6]. A precessão da órbita de Mercúrio, Figura (5.1), ocorre devido a vários fatores

de perturbação, entre os quais se destacam a força gravitacional do Sol, dos planetas do

sistema solar e os efeitos relativísticos previstos pela TRG. Para entender o fenômeno da

precessão do periélio de Mercúrio, nas próximas seções serão estudados detalhadamente o

problema de Kepler via TRG [20].
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Figura 5.1: Representação da precessão do periélio de Mercúrio

Fonte: Autoria própria (2025).

5.2.1 Cálculo do Avanço do Periélio a Partir da Métrica de Schwarzschild

Ao longo de uma geodésica de interesse, a energia e o momento angular são conservados

E =

(
1− 2GM

r

)
dt

dλ
e L = r2

dϕ

dλ
,

sendo assim, podemos deduzir uma equação para a função posição em termos do parâmetro

da geodésica, r = r(λ). Considerando a métrica de Schwarzschild dada pela Eq.(5.25) e o

quadrivetor

V µ =
dxµ

dλ
, (5.26)

com

V µVµ = −ϵ, (5.27)

temos que

gµνV
µV ν = −ϵ

−
(
1− 2GM

r

)(
dt

dλ

)2

+

(
1− 2GM

r

)−1( dr

dλ

)2

+ r2
(
dϕ

dλ

)2

= −ϵ, (5.28)
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multiplicando a Eq.(5.28) por (1 − 2GM/r) e utilizando as expressões para o momento

angular e energia, sendo que,

dt

dλ
=

E(
1− 2GM

r

) dϕ

dλ
=

L

r2
,

obtemos a seguinte equação

−E2 +

(
dr

dλ

)2

+
L2

r2
+ ϵ− 2GML2

r3
− 2GMϵ

r
= 0, (5.29)

multiplicando a Eq.(5.29) por 1
2 , temos

−1

2
E2 +

1

2

(
dr

dλ

)2

+
ϵ

2
− GMϵ

r
+

L2

2r2
− GML2

r3
= 0.

Esta equação pode ser reescrita na forma

1

2

(
dr

dλ

)
+ Veff (r) = ε, (5.30)

onde Veff (r) é o potencial unidimensional

Veff (r) =
ϵ

2
− GMϵ

r
+

L2

2r2
− GML2

r3
, (5.31)

cujo o grá�co é dado pela Figura (5.2)
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Figura 5.2: Potencial efetivo Veff(r) em função da distância radial r

Fonte: Autoria própria (2025).
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A energia conservada por unidade de massa é E, mas a energia potencial efetiva para a

coordenada r corresponde a

ε =
1

2
E2.

A equação para dr/dϕ, onde temos (
dϕ

dλ

)2

=
L2

r4
, (5.32)

é obtida multiplicando as Eqs.(5.32) e (5.30), logo(
dr

dλ

)2

= 2ε− ϵ+
2GMϵ

r
− L2

r2
+

2GML2

r3
. (5.33)

A partir da relação (
dr

dλ

)2

=

(
dr

dϕ

)2(dϕ

dλ

)2

(
dr

dλ

)2

=

(
dr

dϕ

)2L2

r4
, (5.34)

substituindo a Eq.(5.34) na (5.33), obtemos(
dr

dϕ

)2

=
r4

L2

(
2ε− ϵ+

2GMϵ

r
− L2

r2
+

2GML2

r3

)
(
dr

dϕ

)2

+
r4

L2
− 2GMr3

L2
+ r2 − 2GMr =

2εr4

L2
. (5.35)

Para resolver a Eq.(5.35) de�ni-se a variável

x =
L2

GMr
, (5.36)

que, por sua vez, permite obter a seguinte expressão

dr

dϕ
=

d

dx

(
L2

GMx

)
dx

dϕ
= − L2

GMx2

dx

dϕ
. (5.37)
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Substituindo as Eqs.(5.36) e (5.37) em (5.35), determina-se

L2

G2M2x2

(
dx

dϕ

)
+

L6

G4M4x4
− 2L4

G2M2x3
+

L4

G2M2x2
− 2L2

x2
=

2εL6

G4M4x4
,

multiplicando esta equação por G2M2x4

L4 , chegamos a expressão

2
d2x

dϕ2
− 2 + 2x− 6G2M2x2

L2
= 0

d2x

dϕ2
− 1 + x =

3G2M2x2

L2
. (5.38)

A Eq.(5.38) no contexto da dinâmica newtoniana teria a forma

d2x

dϕ2
− 1 + x = 0, (5.39)

no entanto, a TRG atribui o termo não linear

3G2M2x2

L2
(5.40)

ao considerar a deformação geométrica do espaço-tempo. A solução da Eq.(5.38) é dada

por

x = x0 + x1. (5.41)

A equação associada ao termo de ordem zero é dada na forma

d2x0

dϕ2
− 1 + x0 = 0, (5.42)

com solução expressa por

x0 = 1 + e cosϕ, (5.43)

enquanto que para o termo de primeira ordem, temos

d2x1

dϕ2
+ x1 =

3G2M2x2
0

L2
. (5.44)
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Substituindo a Eq.(5.43) na Eq.(5.44), obtemos

d2x1

dϕ2
+ x1 =

3G2M2

L2
(1 + e cosϕ)2

=
3G2M2

L2

(
1 + 2e cosϕ+ e2 cos2 ϕ

)
=

3G2M2

L2

[
1 + 2e cosϕ+ e2

(
1 + cos 2ϕ

2

)]
=

3G2M2

L2

[(
1 +

1

2
e2
)
+ 2e cosϕ+

1

2
e2 cos 2ϕ

]
. (5.45)

Para resolver está equação temos que considerar as relações trigonométricas

d2

dϕ2
(ϕ sinϕ) + ϕ sinϕ = 2 cosϕ

d2

dϕ2
(cos2ϕ) + cos 2ϕ = −3 cos 2ϕ,

portanto, a solução x1 tem a forma

x1 =
2G2M2

L2

[(
1 +

1

2
e2
)
+ eϕ sinϕ− 1

6
e2 cos 2ϕ

]
. (5.46)

O termo mais notável é eϕ sinϕ, que se acumula ao longo de órbitas sucessivas, como é

observado no grá�co da Figura (5.3)
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−40

−20
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20

40

ϕ (rad)

ϕ
si
n
ϕ

Figura 5.3: Contribuição da solução x1 para a perturbação na órbita de Mercúrio

Fonte: Autoria própria (2025).
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Este comportamento da solução leva a seguinte conclusão para a solução geral

x = 1 + e cosϕ+
3G2M2e

L2
ϕ sinϕ.

Esta expressão por ser reescrita na forma

x = 1 + e cos[(1− α)ϕ], (5.47)

sendo

α =
3G2M2

L2
.

Implementando a série de Taylor da função trigonométrica cos(1− α) com α = 0, temos

cos[(1− α)ϕ] = cosϕ+ α
d

dα
cos[(1− α)ϕ]

∣∣∣∣
α=0

= cosϕ+ αϕ sinϕ,

agora, para uma volta completa, ou seja, a cada ϕ = 2π, tem-se um avanço no ângulo do

periélio

∆ϕ = 2πα =
6πG2M2

L2
,

considerando a equação de uma elipse

r =
(1− e2)

1 + e cosϕ
,

e o momento angular sendo escrito na forma

L2 ≈ GM(1− e2)a,

temos que o avanço do periélio poder ser determinado da seguinte forma

∆ϕ =
6πGM

c2(1− e2)a
.

Este resultado possibilita a determinação com certa precisão da taxa de precessão do periélio
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de Mercúrio[7, 22, 23].

5.2.2 Comparação com Dados Observacionais

A órbita de Mercúrio apresentou um dos primeiros desa�os observacionais à mecânica

newtoniana. Durante o século XIX, astrônomos notaram que o avanço do periélio do pla-

neta excedia as previsões teóricas em aproximadamente 43 segundos de arco por século

(arcsec/século). Essa discrepância persistiu mesmo após considerar todas as perturbações

gravitacionais conhecidas.

A solução veio com o advento da TRG de Einstein, que prediz naturalmente um avanço

adicional do periélio devido à curvatura do espaço-tempo. A Tabela (5.1) apresenta a

comparação quantitativa entre os dados observacionais e as previsões relativísticas.

Tabela 5.1: Comparação entre observações e previsões da TRG para o avanço do periélio de
Mercúrio.

Parâmetro Valor (arcsec/século)

Avanço geodésico observado 575.31
Contribuição Newtoniana 532.30
Resíduo observado 43.01
Predição da TRG 42.98

Fonte: Autoria própria (2025).

Como mostra a tabela, a diferença entre o resíduo observado (43.01 arcsec/século) e a

previsão da TRG (42.98 arcsec/século) é de apenas 0.03 arcsec/século, uma concordância

relevante entre os valores observacional e teórico. Esta precisão, alcançada sem parâme-

tros ajustáveis, tornou-se um dos pilares experimentais da TRG. Medições modernas com

técnicas de radar re�naram ainda mais esses valores, con�rmando continuamente a teoria

com incertezas inferiores a 0,01 arcsec/século. A resolução do enigma do periélio de Mer-

cúrio ilustra o poder preditivo da TRG e marcou um ponto de virada na física teórica,

demonstrando a necessidade de uma nova compreensão da gravitação [20, 7, 23, 22].

5.2.3 Relevância Histórica da Precessão do Periélio na Con�rmação da

Relatividade Geral

A resolução do enigma da precessão anômala do periélio de Mercúrio pela TRG trans-

cendeu a mera solução de um problema astronômico; ela marcou um ponto de in�exão na
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física, evidenciando as limitações das leis de Newton e a necessidade de um novo para-

digma para a gravitação. Enquanto a física newtoniana descreve a gravidade como uma

força que age instantaneamente entre massas num espaço euclidiano e tempo absoluto, a

TRG introduziu conceitos revolucionários. A gravidade emerge da geometria dinâmica do

espaço-tempo, descrita matematicamente através de tensores, como o tensor métrico gµν

e o tensor de curvatura de Riemann, que se relacionam com a distribuição de matéria e

energia através das equações de campo de Einstein, Eq.(5.4). A predição correta do avanço

do periélio surgiu como uma consequência direta desta formulação, onde o movimento dos

corpos celestes é uma geodésica nesse espaço-tempo curvo. A importância deste feito reside

também na forma como a TRG aborda as grandezas covariantes, assegurando que as leis

físicas sejam expressas de maneira independente do sistema de coordenadas escolhido (prin-

cípio da covariância geral). Esta característica é fundamental e contrasta com a estrutura

da mecânica clássica. A correção para a órbita de Mercúrio não é uma simples correção de

Lorentz no sentido das transformações da relatividade especial, que se aplicam a espaços-

tempos planos; em vez disso, é uma manifestação intrínseca da curvatura do espaço-tempo

perto do Sol, indo muito além das aproximações de campo fraco ou baixas velocidades

onde as correções relativísticas especiais poderiam ser consideradas. O sucesso em explicar

Mercúrio, onde outras teorias falharam, demonstrou o poder da estrutura tensorial e dos

princípios geométricos da TRG, impulsionando sua aceitação e destacando a profundidade

da nova compreensão do universo proposta por Einstein [23, 25].
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Capítulo 6

Conclusão

Neste trabalho, buscou-se tornar compreensível para alunos da graduação o fenômeno

da precessão da órbita de Mercúrio, expondo conceitos e equações de forma clara e didática.

De início, revisaram-se as leis de Newton, a lei da gravitação universal e os princípios de

conservação da energia e do momento angular. Em seguida, outro ponto enfatizado, foi a

abordagem feita sobre força central e potencial efetivo. Logo após, estudaram-se as leis de

Kepler com base no cálculo diferencial integral, ao considerar órbitas estáticas e �xas. Pos-

teriormente, na mecânica newtoniana, introduziram-se fatores perturbativos ao potencial

efetivo, o que resultou na equação de Binet modi�cada, cuja solução inclui contribuições

gravitacionais que in�uenciam a precessão de Mercúrio. Para explicar corretamente a dis-

crepância entre os valores teóricos e observacionais, empregaram-se as equações de campo

de Einstein, as quais estabelecem a relação entre curvatura do espaço-tempo devido à maté-

ria e à energia. Por �m, a métrica de Schwarzschild, que descreve a geometria em torno de

um corpo esfericamente simétrico, sem rotação e carga elétrica foi empregada para o cálculo

da correção relativística. Com isso, resolveu-se a discrepância entre os valores observados e

os teóricos, con�rmando-se a validade da TRG.
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Apêndice A

Lei de Transformação de

Coordenadas no Espaço

Bidimensional

Considere os sistemas de coordenadas (x, y) e (x′, y′) ilustrados na Figura (A.1). As

Figura A.1: Representação de um plano rotacionado em torno de um eixo �xo

Fonte: Autoria própria (2025).

coordenadas (x′, y′) do ponto A se relacionam com as coordenadas (x, y) pela expressão

x′ = x cos θ + y sin θ (A.1)

y′ = −x sin θ + y cos θ. (A.2)

Reescrevendo as Eqs.(A.1) e (A.2) com x = x1 e y = x2, teremos

x′
1 = x1 cos θ + x2 sin θ (A.3)

x′
2 = −x1 sin θ + x2 cos θ. (A.4)
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Os co-senos diretores podem ser de�nidos na forma

a11 = cos θ a12 = sin θ a21 = − sin θ a22 = cos θ,

substituindo os co-senos diretos nas Eqs.(A.3) e (A.4), obtemos:

x′
1 = x1a11 + x2a12 (A.5)

x′
2 = −x1a21 + x2a22. (A.6)

A vantagem dessas notações é que a mesma nos permite reescrever as Eqs.(A.5) e (A.6)

com o emprego do somatório

x
′
i =

2∑
j=1

aijxj , i = 1, 2
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Apêndice B

Lei de Transformação Vetorial

Vetores são entidades matemáticas que possuem direção, sentido e obedece a equação

de transformação de componentes

V
′
i =

N∑
j=1

aijVj , i = 1, 2, ..., N. (B.1)

As componentes do vetor A no sistema de coordenadas rotacionado (x′, y′) são

A′
x = Ax cos θ +Ay sin θ

A′
y = −Ax sin θ +Ay cos θ,

pela de�nição de aij como o co-seno do angulo entre a direção x′
i positiva e a direcão xj

positiva, podemos escrever (coordenadas cartesianas)

aij =
∂x′i
∂xj

,

portanto, a lei de transformação vetorial assume a forma

V ′
i =

∂x′i
∂xj

Vj , (B.2)

com i = 1, 2, 3, ..., n.
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Apêndice C

Análise Tensorial

Tensores são importantes em muitas áreas da física, incluindo relatividade geral e ele-

trodinâmica. Escalar e vetores são casos especiais de tensores. Uma quantidade que não

muda sobre rotação do sistema de coordenadas em um espaço tridimensional, uma invari-

ante, é denominada escalar. Um escalar é especi�cado por um número real e é um tensor

de ordem 0. Nesse sentido, uma quantidade cujas componentes mudam sob rotações como

as da distância de um ponto a partir da origem escolhida, é denominada vetor. A transfor-

mação das componestes do vetor sob uma rotação das coordenadas preserva o vetor como

uma entidade geométrica, independentemente da estrutura de referência. Em um espaço

tridimensional, um vetor é especi�cado por 3 = 31 números reais, por exemplo suas compo-

nestes cartesianas, e é um tensor de ondem 1. Um tensor de ordem n tem 3n componestes

que se transformam de uma maneira de�nida. Essa �loso�a de transformação é de crucial

importância para a análise tensorial e obedece ao conceito de vetor e de espaço vetorial

(ou linear) dos matemáticos e à noção dos físicos de que observáveis físicos não dependem

da escolha de estruturas coordenadas. Há uma base física para tal �loso�a: descrevemos

o mundo físico pela matemática, mas quaisquer previsões físicas que fazemos devem ser

independentes de nossas convenções matemáticas [26].

C.0.1 Componente Covariante de um Tensor

Vetores ou tensores com o índice subscrito (Ai) são denominados de covariantes. Este

tipo de componente é diretamente proporcional ao vetor de base

A = A1e1 +A2e2, (C.1)

com

A1 = A · e1 A2 = A · e2. (C.2)
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A lei de transformação das componentes covariantes de um vetor é dada na forma

A′
i =

∂xj
∂x′i

Aj .

O índice i é �xo enquanto j representa uma soma. Para i, j = 1, 2, 3, teremos

A′
1 =

∂xj
∂x′1

Aj =
∂x1
∂x′1

A1 +
∂x2
∂x′1

A2 +
∂x3
∂x′1

A3

A′
2 =

∂xj
∂x′2

Aj =
∂x1
∂x′2

A1 +
∂x2
∂x′2

A2 +
∂x3
∂x′2

A3

A′
3 =

∂xj
∂x′3

Aj =
∂x1
∂x′3

A1 +
∂x2
∂x′3

A2 +
∂x3
∂x′3

A3.

Em termos de coordenadas cilíndricas

A′
x =

∂xj
∂x′1

Aj =
∂ρ

∂x
Aρ +

∂θ

∂x
Aθ +

∂z

∂x
Az

A′
y =

∂xj
∂x′2

Aj =
∂ρ

∂y
Aρ +

∂θ

∂y
Aθ +

∂z

∂y
Az

A′
z =

∂xj
∂x′3

Aj =
∂ρ

∂z
Aρ +

∂θ

∂z
Aθ +

∂z

∂z
Az.

C.0.2 Componente Contravariante de um Tensor

Vetores ou tensores com o índice sobrescrito (Ai) são denominados de covariantes. Este

tipo de componente é inversamente proporcional ao vetor de base. A lei de transformação

das componentes contravariantes de um vetor é dada na forma

Ai′ =
∂xi

′

∂xj
Aj .

O índice i é �xo enquanto j representa uma soma. Para i, j = 1, 2, 3, teremos

A1′ =
∂x1

′

∂xj
Aj =

∂x1
′

∂x1
A1 +

∂x1
′

∂x2
A2 +

∂x1
′

∂x3
A3

A2′ =
∂x2

′

∂xj
Aj =

∂x2
′

∂x1
A1 +

∂x2
′

∂x2
A2 +

∂x2
′

∂x3
A3

A3′ =
∂x3

′

∂xj
Aj =

∂x3
′

∂x1
A1 +

∂x3
′

∂x2
A2 +

∂x3
′

∂x3
A3.
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Em termos de coordenadas cilíndricas

Ax′
=

∂x1
′

∂xj
Aj =

∂x

∂ρ
Aρ +

∂x

∂θ
Aθ +

∂x

∂z
Az

Ay′ =
∂x2

′

∂xj
Aj =

∂y

∂ρ
Aρ +

∂y

∂θ
Aθ +

∂y

∂z
Az

Az′ =
∂x3

′

∂xj
Aj =

∂z

∂ρ
Aρ +

∂z

∂θ
Aθ +

∂z

∂z
Az.
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Apêndice D

Métrica de Schwarzschild

D.0.1 Mudanças de Coordenadas

A relação entre os sistemas de coordenadas cartesiano e esférico é expressa na forma

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ.

Diferenciando as equações acima obtemos as expressões

dx = sin θ cosϕdr + r cos θ cosϕdθ − r sin θ sinϕdϕ

dy = sin θ sinϕdr + r cos θ sinϕdθ − r sin θ cosϕdϕ

dz = cos θdr − r sin θdθ,

substituindo dx, dy e dz na Eq.(5.6), temos

ds2 = −dt2 + (sin θ cosϕdr + r cos θ cosϕdθ − r sin θ sinϕdϕ)2

+(sin θ sinϕdr + r cos θ sinϕdθ − r sin θ cosϕdϕ)2

+(cos θdr − r sin θdθ)2 ,

e após alguma manipulações matemáticas, mostramos que o quadrado da distância in�ni-

tesimal é

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2.
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D.0.2 Conexões da Métrica

A conexão da métrica Γt
tr é obtida da seguinte forma

Γt
tr =

1

2
gtt
(
∂gtt
∂r

+
∂grt
∂r

− ∂gtr
∂r

)
=

1

2

(
− 1

e2α(r)

)[
∂
(
−e2α(r)

)
∂r

]

=
1

2

(
− 1

e2α(r)

)(
−e2α(r)2∂rα

)
= ∂rα, (D.1)

as demais componentes são

Γr
tt = e2(α−β)∂rα Γr

rr = ∂rβ Γθ
rθ =

1

r
Γr

θθ = −re−2β(r)

Γϕ
rϕ =

1

r
Γr

ϕϕ = −re−2β(r) sin2 θ Γθ
ϕϕ = − sin θ cos θ

Γϕ
θϕ =

cos θ

sin θ
. (D.2)

D.0.3 Tensor de Riemann

Segue abaixo as componentes do tensor de Riemann para o espaço-tempo de Schwarzs-

child

Rt
θtθ =∂tΓ

t
θθ − ∂θΓ

t
tθ + Γt

tλΓ
λ
θθ − Γt

θλΓ
λ
tθ

=Γt
trΓ

r
θθ

=7∂rα · (−re−2β)

=− re−2β∂rα,

Rt
ϕtϕ =∂tΓ

t
ϕϕ − ∂ϕΓ

t
tϕ + Γt

tλΓ
λ
ϕϕ − Γt

ϕλΓ
λ
tϕ

=Γt
trΓ

r
ϕϕ

=∂rα · (−re−2β sin2 θ)

=− re−2β sin2 θ∂rα,
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Rr
θrθ =∂rΓ

r
θθ − ∂θΓ

r
rθ + Γr

rλΓ
λ
θθ − Γr

θλΓ
λ
rθ

=∂rΓ
r
θθ + Γr

rrΓ
r
θθ − ΓrΓθθΓ

θ
rθ

=∂r(−re−2β) + (∂rβ)(−re−2β)− (−re−2β)(
1

r
)

=− e−2β + 2r−2β∂rβ − re−2β∂rβ + e−2β

=re−2β∂rβ,

Rr
ϕrϕ =∂rΓ

r
ϕϕ − ∂ϕΓ

r
rϕ + Γr

rλΓ
λ
ϕϕ − Γr

ϕλΓ
λ
rϕ

=∂rΓ
r
ϕϕ + Γr

rrΓ
r
ϕϕ − Γr

ϕϕΓ
ϕ
rϕ

=∂r(re
−2β sin2 θ) + ∂rβ(−re−2β sin2 θ)− (−re−2β sin2 θ) · 1

r

=− e−2β sin2 θ + 2re−2β sin2 θ∂rβ − re−2β sin2 θ∂rβ + e−2β sin2 θ

=re−2β sin2 θ∂rβ,

Rθ
ϕθϕ =∂θΓ

θ
ϕϕ − ∂ϕΓ

θ
θϕ + Γθ

θλΓ
λ
ϕϕ − Γθ

ϕλΓ
λ
θϕ

=∂θΓ
θ
ϕϕ + Γθ

θrΓ
r
ϕϕ − Γθ

ϕϕΓ
ϕ
θϕ

=∂θ(− sin θ cos θ) +
1

r
· (re−2β sin2 θ)− (− sin θ cos θ) · cos θ

sin θ

=− [cos θ cos θ + sin θ(− sin θ)]− e−2β sin2 θ + cos2 θ

=− (cos2 θ − sin2 θ)− e−2β sin2 θ + cos2 θ

=− cos2 θ + sin2 θ − e−2β sin2 θ + cos2 θ

=sin2 θ − e−2β sin2 θ

=sin2 θ(1− e−2β).
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Apêndice E

Seções Cônicas

Representação esquemática da projeção radial e da distância à diretriz de uma órbita,

Figura(E.1). A projeção radial indica a distância instantânea do corpo ao centro de força,

enquanto a diretriz é uma linha de referência utilizada para de�nir a excentricidade e a

forma da trajetória. O ponto P em coordenadas polares (r, θ) é dado por

Figura E.1: Representação esquemática da projeção radial e distância à diretriz de uma órbita

Fonte: Autoria própria (2025).

|OP | = r e |Pl| = d− r cos θ.

Aplicando a de�nição de excentricidade

|OP |
|PL|

= e ⇒ |OP | = e|PL|

r = e(d− r cos θ) (E.1)
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tomando o quadrado desta equação e convertendo para coordenadas cartesianas, temos que

r2 = e2(d− r cos θ)2

x2 + y2 = e2(d− x)2

x2 + y2 = e2(d2 − 2dx+ x2)

x2 + y2 = e2d2 − 2dxe2 + x2e2,

isolando e2d2,

x2(1− e2) + y2 + 2dxe2 = e2d2,

dividindo esta equação por (1− e2), chegamos ao resultado

x2 +
2dxe2

1− e2
+

y2

1− e2
=

e2d2

1− e2
. (E.2)

No primeiro membro da Eq.(E.2) podemos �acrescentar um zero� de modo que

x2 +
2dxe2

1− e2
+

(
de2

1− e2

)2

−
(

de2

1− e2

)2

+
y2

1− e2
=

e2d2

1− e2
,

o que permitirá completar o quadrado(
x+

de2

1− e2

)2

+
y2

1− e2
=

e2d2

1− e2
+

d2e4

(1− e2)2
, (E.3)

o segundo membro pode ser reescrito como segue

e2d2

1− e2
+

d2e4

(1− e2)2
=

(1− e2)e2d2 + d2e4

(1− e2)2
=

d2e2

(1− e2)2
,

portanto, a Eq. (E.3) torna-se(
x+

e2d

1− e2

)2

+
y2

1− e2
=

e2d2

(1− e2)2
. (E.4)
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Na Eq.(E.4), temos que e < 1 representa uma elipse da forma

(x− h)2

a2
+

y2

d2
= 1,

com os seguintes parâmetros,

a2 =
e2d2

(1− e2)2

b2 =
e2d2

1− e2


c2 = a2 − b2 =

e4d2

(1− e2)2

c = −h =
e2d

1− e2
.

Isolando r na Eq. (E.1), encontramos

r = ed− re cos θ

r(1 + e cos θ) = ed

r =
ed

1 + e cos θ
, (E.5)

a Eq. (E.5) descreve uma cônica com foco na origem sendo aplicada no estudo da órbita

de um corpo sob força central.
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